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2Las Finanzas, como disciplina académica ‘ indepen 
diente, nace a principios de nuestro siglo. La función fi­
nanciera, en su concepción tradicional, se preocupaba esen­
cialmente de la búsqueda y obtención de los recursos necesa 
rios para financiar el activo y, en especial, de la finan - 
ciación a largo plazo. Se consideraba que la Inversión y la 
Financiación eran dos fenómenos independientes, sin ninguna 
relación entre sí.
El método que empleaban los primeros tratadistas 
de esta disciplina era completamente descriptivo, limitánd£ 
se su estudio a los instrumentos, procedimientos y aspectos 
legales de las instituciones financieras. Se contemplaba a 
la empresa desde fuera, desde el punto de vista de un inver 
sor o prestamista, y no se ocupaban en absoluto del proceso 
interno de la toma de decisiones. Asimismo, se prestaba una 
excesiva atención a hechos que, aunque tienen su importan - 
cia y, en consecuencia, no deben ser dejados de lado (como 
por ejemplo: constitución de sociedades, consolidación, fu­
sión, quiebra, liquidación, reorganización, etc.), no for­
man parte de la problemática con que se enfrenta la empresa 
en el transcurso normal de su actividad.
• Aunque en un primer momento, el estudio descripti 
vo de las fuentes de financiación y del mercado de capita - 
les es necesario para estar familiarizados con la terminólo 
gla e instituciones del mundo real, posteriormente es preci
3so avanzar un paso más y dar un salto cualitativo, tratando 
de abstraer los elementos e interrelaciones principales de 
esa realidad, con el fin de intentar formalizar un modelo - 
explicativo.
A partir de la década de los 50 se hace evidente 
que en el entorno de una industria madura y dentro de unas 
economías de mercado cada vez más desarrolladas, en las cua 
les los beneficios unitarios se reducen paulatinamente, la 
función financiera no ha de limitarse simplemente a la 'ob­
tención de los recursos necesarios para financiar la activi^ 
dad de la empresa, sino que también debe ocuparse de la ren 
tabilidad y liquidez de la misma, seleccionando aquellos - 
proyectos de inversión más convenientes. Por tanto, la ges­
tión financiera debe ocuparse tanto de la composición del 
activo como del pasivo, siendo de su responsabilidad el lo­
gro del equilibrio financiero.
De este modo, surge una nueva concepción de las - 
Finanzas en virtud de la cual los problemas de Financiación 
e Inversión deben ser resueltos simultáneamente. Este hecho 
a su vez obliga al uso de modelos analíticos y métodos mate 
máticos que proporcionen soluciones concretas a las comple­
jas cuestiones planteadas.
A este esfuerzo de cuantificación, formalización 
y modelización colaboran, sin duda alguna,' el rápido desa - 
rrollo de las técnicas de Investigación Operativa, así como 
el surgimiento y espectacular avance de la Informática que 
permitió mecanizar los largos y costosos cálculos que mu- -
chos modelos llevaban implícitos.
En 1952 Markowitz elaboró un modelo de selección - 
de valores mobiliarios con un presupuesto de capital limita­
do, cuya principal característica era que tenía en cuenta de 
forma explícita el riesgo y mostraba además las ventajas de 
la diversificación. Este modelo constituyó uno de los hitos 
más importantes en el área de la financiación y supuso una - 
auténtica revolución, mostrando que los modelos analíticos - 
no deben limitarse a tratar y considerar únicamente el caso 
de universos deterministas. En el mundo real pocas veces por 
no decir ninguna, nos encontramos con ambientes de certidum­
bre total, siendo lo normal que únicamente tengamos un cono­
cimiento aproximado, en términos aleatorios (bien con proba­
bilidades objetivas o bien con probabilidades subjetivas) de 
lo que va a ocurrir en el futuro.
Lo que empezó siendo un simple modelo de selección 
de cartera se convirtió en la década de los 60, con las am­
pliaciones de Sharpe, Lintner y Mossin, entre otros, en un - 
modelo de equilibrio general del mercado de capitales, capaz 
de proporcionar los precios de equilibrio de los activos fi­
nancieros en una situación de incertidumbre parcial.
A finales de los 60 y durante la década de los 70 
se publicaron un gran número de trabajos en revistas especia 
lizadas referentes tanto a aspectos teóricos como empíricos 
del modelo. En ellos se intentó dotar al modelo de mayor ge­
neralidad, dejando de lado algunas de sus hipótesis más res­
trictivas; se sugirieron diversas aplicaciones a distintas -
áreas de la Economía de la Empresa y se realizaron un gran 
número de tests sobre las diferentes versiones que fueron - 
apareciendo. El interés de estas aplicaciones y la diversi­
dad de situaciones que pueden abordarse con este modelo de 
equilibrio, ha despertado una gran expectación, expectación 
a la que nosotros no hemos sido ajenos. De ahí que hayamos 
decidido estudiar con profundidad dicho modelo y algunas de 
sus posibles aplicaciones en el presente trabajo.
El modelo de precios de equilibrio de los activos 
financieros, al que se suele hacer mención por las corréis - 
pondientes siglas inglesas C.A.P.M. (Capital Asset Pricing 
Model), es una construcción teórica con una fuerte coheren­
cia interna, que se apoya en una serie de supuestos simpli­
ficado res sobre el comportamiento de los inversores y el - 
funcionamiento del mercado. Estos supuestos, como es lógico, 
son discutibles, pero justamente una de las virtudes del m£ 
délo está en su flexibilidad para soportar el abandono de - 
algunos de los supuestos cuando se intenta acercar el mode­
lo a la realidad. Así, por ejemplo, la relación lineal que 
postula entre la rentabilidad y el riesgo de los activos fi 
nancieros se sigue cumpliendo (con diferentes parámetros), 
cuando se abandonan sucesivamente algunos de los supuestos 
y se dejan inalterados los restantes.
La mayor cualidad del CAPM reside en que desborda 
ampliamente los márgenes para los que fue ideado: el estudio 
de la Bolsa y del mercado de capitales. Realmente puede 
adaptarse a cualquier situación que implique elección de a^ c 
tivos arriesgados que puedan caracterizarse por dos paréme-
Gtros: el rendimiento esperado, como medida de la rentabili - 
dad, y la varianza o desviación típica, como medida del ries 
go. De esta forma, una empresa puede ser considerada como un 
objeto de elección, al ser un activo arriesgado con una me­
dia y varianza de rentabilidad dadas e igualmente podrían - 
considerarse activos arriesgados una rama industrial e inclu 
so un país, por lo que pueden abordarse con este modelo pro­
blemas muy distintos como el de la diversificación en la em­
presa multinacional.
El CAPM, al proporcionar las rentabilidades y pre­
cios de equilibrio de las acciones, ha sido también utiliza­
do para resolver el problema de la estructura financiera óp­
tima de la firma, siendo sorprendente el paralelismo con que 
puede ir demostrándose las proposiciones' de Modigliani y Mi- 
11er, tanto en situaciones sin impuestos como con impuestos, 
así como el modo en que confluyen la tesis tradicional y la 
de Modigliani y Miller cuando se tienen en cuenta los cos­
tes de insolvencia. Asimismo, también puede emplearse el - 
CAPM en la toma de decisiones de inversión de las empresas, 
la medida de la performance de las carteras y de los Pondos 
de Inversión, que permite comprobar la hipótesis de si el - 
mercado de capitales es eficiente o no, etc.
Sin embargo, el modelo CAPM no está exento de pro­
blemas. El mayor, en el orden teórico, es que únicamente re­
sulta apropiado en el contexto de un sólo período y, si bien 
es cierto que bajo ciertas circunstancias, puede aplicarse - 
al caso multiperíodo, aún no está del todo elaborado. Además, 
el CAPM es un modelo estático, y es necesario dinamizarlo si
7queremos comprender no sólo por qué un valor alcanza una co­
tización dada, sino también el proceso paulatino por el cual 
se llega a dicha cotización.
En el orden empírico, los resultados de los diver­
sos estudios realizados para contrastar la validez del CAPM, 
no son unánimes. En primer lugar, hay que tener en cuenta —  
que los contrastes se hacen en base a datos ex-post, mien - 
tras que el modelo CAPM se basa en las expectativas ex-ante. 
Además, hay tests en los que parece que el modelo debe ser - 
rechazado, mientras que en otros ocurre lo contrario. Inclu­
so hay quien piensa que aún no se ha elaborado un test ade - 
cuado para' contrastar el modelo CAPM, adoleciendo todos los 
tests empleados hasta ahora de un serio defecto, al usar un 
índice bursátil como sustituto de la cartera de mercado.
Por lo banto, a pesar de que se han conseguido re­
sultados esperanzadores y disponemos, hoy en día, de un cono 
cimiento mucho más amplio sobre el funcionamiento del merca­
do de capitales y sus características, queda mucho camino - 
por recorrer, tanto en lo que respecta a la mejora y pérfec 
cionamiento del armazón teórico, como a los modos de contras 
tar dicha construcción teórica en 'la práctica.
La necesidad de recorrer ese camino es mucho mayor 
si tenemos en cuenta la multitud de aplicaciones que puede - 
tener dicho modelo en las distintas áreas -de la Economía de 
la Empresa y la variedad de problemas que podrían abordarse 
si el modelo estuviese más cerca de la realidad y fuese más 
explicativo de lo que en ella ocurre.
A continuación, con el fin de facilitar la lectura 
de este trabajo y comprender los objetivos que persigue, así 
como el áxea de la moderna teoría analítica de la financia - 
ción que intenta abarcar, vamos a explicar brevemente el con 
tenido de cada uno de los capítulos que lo componen.
El capítulo I sirve de introducción al resto de - 
los capítulos y en él se formalizan mínimamente algunos as­
pectos de la teoría de la utilidad que serán utilizados de« 
pués: el teorema de la utilidad esperada, la función de uti­
lidad, la aversión al riesgo del inversor, etc.
Los capítulos II y III tratan del modelo de los pa 
rámetros de selección de cartera. Pero mientras que en el ca 
pítulo II se da una solución puntual, mediante un sólo paso, 
al problema de la selección de cartera en el marco de las de 
cisiones de consumo-inversión; en el capítulo III, se halla 
la cartera óptima del inversor mediante las tres etapas clá­
sicas: 1) Determinación de la frontera eficiente. 2) Determi 
nación de las curvas de indiferencia. 3) Determinación de la 
cartera óptima. En la explicación de estas tres etapas, no - 
hemos empleado el tratamiento de tipo gráfico e intuitivo - 
que suele aparecer en la mayoría de los libros de texto sobre 
este tema, sino que hemos formalizado el desarrollo con un - 
tratamiento matricial.
En el capítulo IV se desarrolla el modelo de pre
cios de equilibrio de los activos financieros (CAPM) en su -
versión standard. El modelo CAPM constituye el soporte de la
%
teoría del mercado de capitales, teoría que intenta ver qué
ocurre a nivel de mercado cuando se supone que todos los in­
dividuos efectúan sus decisiones de inversión de acuerdo con
■ w
el modelQ de dos parámetros de selección de cartera. En este 
capítulo se llega, a través de dos caminos alternativos, al 
resultado de que la relación entre la rentabilidad y el riejs 
go de un título es lineal.
En el capítulo V se estudia el modelo de mercado. 
Este modelo econométrico guarda un estrecho parecido con la 
versión ex-post del CAPM. Los objetivos de este capítulo con 
sisten principalmente en tratar de aclarar ciertos aspectos 
confusos que surgen cuando se hace referencia al modelo dia­
gonal y al modelo de mercado, así como cuando se habla del - 
modelo de mercado y del CAPM. 'fambién se introducen importan 
tes conceptos muy utilizados tanto a nivel práctico como te£ 
rico: riesgo sistemático y riesgo no sistemático, coeficien­
te de volatilidad de un título o cartera, etc.
El capítulo V contiene además dos anexos que isco - 
gen estudios empíricos que hemos realizado sobre el mercado 
bursátil español. El primero trata él tema de la diversifica 
ción ingenua y su fin es averiguar: 1) Cuántos títulos debe 
tener una cartera, en la que cada título tiene igual pondera 
ción, para lograr eliminar, en su mayor parte, el riesgo no 
sistemático. 2) Cuál es el riesgo sistemático de un título - 
por término medio.
El segundo anexo es un test de la versión standard 
del CAPM y analiza cuál es la relación de tipo empírico que 
se produce entre la rentabilidad y el riesgo de los títulos,
comprobando si esta relación está en consonancia con la pre 
vista por la teoría. Tanto en uno como en otro caso, el pe­
ríodo de estudio es la década de los 70 y la base de datos 
la constituye el Indice largo Total de la Bolsa de Madrid.
En el capítulo VI se intenta acercar el modelo 
CAPM a la realidad, por lo que se eliminan una tras otra 
las hipótesis más restrictivas, analizando los efectos ais­
lados que se dan sobre el modelo cuando se abandona cada una 
de ellas. Así, sucesivamente se estudia el caso en que:
- No existe el activo libre de riesgo.
- Existen tipos de interés múltiples.
- Las expectativas de los inversores son heterogé­
neas.
- Existen activos no negociables como, por ejemplo, 
el capital humano. ■
El capítulo VII desarrolla el nuevo modelo de pre­
cios de equilibrio que resulta cuando se abandona el supues­
to sobre la no existencia de cambios en el nivel de precios. 
Aqúí, al igual que en los otros- casos contemplados en el ca­
pítulo VI, se comprueba que la relación entre el rendimiento 
esperado y el riesgo, es lineal aunque, claro está, con unos 
parámetros distintos a los del CAPM standard.
los capítulos VIII y IX tratan sobre posibles apli 
caciones del CAPM. El capítulo VIII se ocupa de resolver el 
problema de cómo medir la performance, en base a datos ex- 
post, de títulos individuales y carteras.
distintos índices de performance propuo's^bs porí BlIíLIOTECí
tudian
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autores, así como las relaciones existentes entre ellos.
Pl t último, en el capítulo IX se aplica el modelo
%
CAPM a las decisiones de financiación y de inversión que de 
be tomar una empresa. En este capítulo se ve cómo las Propn 
siciones I y II de Modigliani y Miller, tanto con impuesto 
de sociedades como en un mundo sin impuestos, son un caso - 
particular del modelo que en el mismo se desarrolla; se tra 
ta el problema de si existe o no una estructura financiera 
óptima para la empresa y también se critica la selección de 
proyectos de inversión mediante el criterio de la tasa in­
terna de rentabilidad.
En resumen, el objetivo de nuestro trabajo ha sido 
ofrecer una visión analítica y formalizada, lo más completa 
posible, del modelo de precios de equilibrio de los activos 
financieros, así como sugerir algunas aplicaciones concre—  
tas del mismo en distintas áreas de la Economía de la Empre 
sa.
CAPITULO I
COMPORTAMIENTO DEL INVERSOR. LA PUNCION DE UTILIDAD
1.1. Introducción
En este capítulo intentaremos formalizar mínimamen­
te algunos aspectos de la Teoría de la Utilidad que se usarán 
después repetidamente al hablar del comportamiento del inver­
sor. y del modelo de selección de cartera. Principalmente, in­
tentaremos estudiar cuál es la justificación de tres supues - 
tos claves en los que se basa el análisis de las carteras de 
valores: 1) que los inversores únicamente tienen en cuenta la 
media y la varianza de los rendimientos de los valores mobi - 
liarlos en el momento de seleccionar su cartera de valores; - 
2 ) que los inversores tienen aversión al riesgo; 3) que las 
curvas de indiferencia son cóncavas respecto al eje de ordena 
das.
Por tanto, este capítulo sirve de introducción a ca 
pítulos posteriores, de modo que no intentaremos realizar un 
tratamiento completo del tema de la función de utilidad (1), 
ya que ello desbordaría los objetivos de nuestro estudio. En 
consecuencia,, no seremos demasiado exhaustivos ni formalistas.
El problema que intentamos abordar es cómo efectúa 
un inversor racional (2 ) la toma de decisiones de inversión - 
en un ambiente de riesgo o incertidumbre parcial y con un ho­
rizonte 'de planificación único y determinado. Tradicionalmen­
te, la Economía de la Empresa ha tratado el problema de la to
ma de decisiones de inversión, tanto en bienes de equipo como 
en valores mobiliarios, en el contexto de universos determi - 
nistas, es decir, como si Se conociese con total certeza las 
entradas y salidas de caja que ocasionan la o las inversiones 
que una empresa (3) o individuo se proponen efectuar. Sin em­
bargo, desgraciadamente no es éste el caso que suele darse en 
la realidad,, donde lo normal es que, en el mejor de los casos, 
únicamente se conozca la función de distribución de los flu­
jos de caja al final del período.
En resumen, nos vamos a mover en el marco de mode - 
los uniperiódicos (4) (ahora y más tarde) en ambientes de - 
riesgo o incertidumbre parcial con el fin de estudiar cuál es 
el patrón del comportamiento del inversor individual en tales 
situaciones.
1.2. Las preferencias del Inversor en ambiente de riesgo
Consideremos un inversor en posesión de una cierta 
riqueza al comienzo del período. No entraremos de momento en 
la cuestión de que parte de su riqueza dedicará al consumo ■. - 
presente y que parte de la misma invertirá de la forma más - 
provechosa (5). Unicamente nos fijaremos, en su actuación rej3 
pecto a aquella parte de su riqueza que decide invertir en -
los distintos proyectos que tiene a su alcance (6),
Si nuestro inversor individual conociese con total 
certeza qué es lo que va a suceder en el futuro, no habría - 
ningún problema. Cada proyecto de inversión únicamente ten­
dría un posible resultado al final del período, con una proba 
bilidad de realización del 100 $ y, en consecuencia, el inver 
sor colocaría todo su capital, en aquél que le proporcionase 
un mayor rendimiento. Pero no es este el caso, el futuro es 
incierto y para un mismo proyecto de inversión existen diver­
sos rendimientos posibles (R^) (7)> cada uno de los cuales - 
tiene asignada una probabilidad (p¿)*
Para nuestros fines, nos es indiferente que las 
probabilidades sean objetivas, deducidas de hechos históricos 
repetitivos, los cuales se piensa que se van a volver a dar - 
en el futuro; o que sean probabilidades subjetivas asignadas 
por el decisor a un hecho único del cual no se tiene constan­
cia en el pasado. En definitiva, al igual que Suarez (8), pen 
samos que tan irreales son las situaciones de total certeza, 
como las situaciones de total incertidumbre y que, por tanto, 
siempre existirá la posibilidad de asignar unas probabilida - 
des a los distintos resultados posibles.
Gráficamente, un proyecto de inversión tendrá la sJL 
guíente representación:
o también, ordenando los resultados y sus probabilidades en 
una función de densidad discreta (9):
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Al enfrentar a nuestro inversor ante distintas opor 
tunidades de inversión como las anteriormente señaladas, se 
nos plantean al menos dos interrogantes: ¿cuáles serán sus 
preferencias frente a esas oportunidades de inversión cuyos - 
resultados no son conocidos con certeza?, ¿coincidirán sus - 
preferencias con las de otros inversores?..
Centrándonos en la primera cuestión, se podría pen­
sar que un posible modo de actuación sería calcular el rendi­
miento esperado de los proyectos y creer que una elección ra­
zonable sería escoger aquel que tuviese un mayor rendimiento 
esperado (10). Pero ello equivaldría a que de la información 
que proporciona la función de distribución únicamente se tu­
viese en cuenta el primer momento (la media), olvidando la - 
dispersión de los resultados en torno a la media (segundo mo­
mento o varianza), la simetría o asimetría de la función de 
densidad (tercer momento), si la función de densidad es más 
o menos puntiaguda (cuarto momento o curtosís), etc. Por tan 
to, considerar únicamente la media no parece una forma adecúa 
da de abordar el problema.
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Tal vez si preguntamos a los individuos sus prefe - 
rencias ante las distintas oportunidades de inversión obtenga 
mos ciertas normas de actuación comunes, de tipo general, que 
nos ayuden a resolver el problema de cómo se toman las deci­
siones ante un futuro incierto, resolviendo así las dos pre- 
'guntas planteadas.
Obviamente, las preferencias no tienen por qué ser 
iguales para todos los individuos. Las decisiones individua - 
les llevan implícitos elementos subjetivos que hace que difie 
ran de unos individuos a otros. Pero también es cierto que si 
suponemos que los inversores actúan racionalmente, habrá ele­
mentos comunes en la.s decisiones de los distintos individuos.
Con el fin de encontrar tales elementos comunes, 
nos será útil olvidarnos de momento de nuestras oportunidades 
de inversión e introducir el concepto de billete' de lotería.
%
1.3» Concepto de Lotería. Axiomas de Racionalidad (11)
Un billete de lotería es muy similar a un proyecto 
de inversión, pero con tres diferencias: 1) .los distintos re­
sultados posibles cumplen siempre sus respectivas probabilida 
des debido al uso de un instrumento de azar apropiado (ruleta, 
bombo con las bolas de la lotería, etc.); 2 ) los posibles re-
l s
sultados pueden ser sumas ciertas de dinero o bien el derecho 
a participar de otro billete de lotería; 3 ) los son flujos 
de entrada en caja.
y significa que brinda la oportunidad de ganar B con la proba 
bilidad o y otra oportunidad de ganar C con la probabilidad - 
1-p . Tanto B como C pueden ser cantidades ciertas de dinero 
u otros billetes de lotería (12). En el caso de que B y C - 
sean sumas de dinero, y, al mismo tiempo, p = 1,. se tendrá - 
que el billete de lotería equivale sin más a una cantidad - 
cierta de dinero y diremos que es un billete de lotería cier­
to.
ría "A", no recurriremos a su representación gráfica como par 
te de un árbol de decisión, sino que usaremos la siguiente ex 
presión que ahorra espacio y es más manejable:
521 problema que se nos plantea es si un individuo - 
racional es capaz de clasificar y ordenar los billetes de lo-
Gráficamente, un billete de lotería UAU tendría la 
• siguiente representación en el caso más simple de que ánica - 
mente tenga dos ganancias posibles:
d . D
De ahora en adelante, al hablar del billete de lote
(1.2)
tería (13). Para ello hay que definir claramente los términos 
del “comportamiento racional”• Siguiendo a Aftalion y Viallet
(14), diremos que un individuo es racional si cumple los seis 
axiomas siguientes de racionalidad (15).
Axioma 1 (Comparabilidad): Ante dos billetes de lo­
tería, el individuo debe poder establecer claramente si bien 
prefiere A a B (A}*B), o bien prefiere B a A (B>A), o es in­
diferente entre A y B (A^B).
Axioma 2 (Transitividad): Si un individuo prefiere 
A a B y B a C, entonces preferirá A a C. De igual manera, si 
A ^ B  y B ^C, entonces A#-* C. '•
Axiona 3 (Continuidad): Si A> B y B> C, existe 
una probabilidad p tal que para el billete de lotería - 
D = £p ; A,cJ , el individuo es indiferente entre B y D - 
(B^D).
Axioma 4 (independencia): Si A ^ B  y C~D, se ti£ 
ne que £p; A , c J ^  |p; B, d J , para todo valor de p.
Axioma 5 (Monotonicidad): Si se tienen dos billetes 
de lotería A = j^ p^ ; y B = |j?B> tales que C>D,
entonces la condición necesaria y suficiente para que A > B  
es que PA >  Pg*
Axioma 6 (Combinación de billetes de loterías): Si 
se tiene un billete de lotería Q = £p; A,bJ tal que 
A = £ p A ; C,D y B = jjpgj C,D entonces |p*; C,D /■>/Q, sien 
do p* = p^ p -f (1-p). Es decir solamente los resultados -
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finales C y D son los que importan y no los posibles bille 
tes de lotería intermedios que conducen a ellos.
base a los anteriores axiomas de racionalidad es capaz de - 
clasificar u ordenar los distintos billetes de lotería que se 
le ofrecen en base al teorema de la utilidad esperada.
tería simples (con dos ganancias posibles). Sin embargo, el 
concepto de billete de lotería puede ampliarse en el sentido 
de admitir que se produzcan más de dos resultados posibles. 
Así, un billete de lotería compuesto será aquel que ofrezca 
varias posibles ganancias con sus respectivas probabilidades 
de realización:
Supongamos ahora que el individuo ante dos billetes 
de lotería (BL^ y BL2 ) debe manifestarnos sus preferencias. -
Ambos billetes de lotería prometen las mismas ganancias: ,
R2 , ...» Rn (16), aunque con distintas probabilidades: p.j, p2 ,
ra el billete de lotería BL2. La representación de ambas lo­
terías en nuestra terminología sería:
Vamos a ver ahora cómo un individuo que actóa en
Hasta el momento, hemos tratado con billetes de lo-
(1.3)
• • • , pn para el billete de lotería BL^ y q^, q2 , ... , qn pa
(1.5)
(1.4)
Supongamos que hemos definido los billetes de lote
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ría cierto3 R^ de forma que la aplicación de los axiomas de - 
comparabilidad y transitividad conduzca a la siguiente ordena 
ción de rebultados:
^1 ^ ^2 ^ ^ Rn 0 *6)
Entonces, la aplicación del axioma de continuidad nos permite 
crear nuevos billetes de lotería R  ^ con probabilidades u^ 
de alcanzar las ganancias extremas (R^,Rn), de modo que el in 
dividuo estará indiferente entre los resultados ciertos R^ y 
los billetes de lotería R*^:
R± ^, R* = (Ui; 1 (1.7)
i = 1,2 ,»»«,n
Desde el momento en que hemos considerado a los R^ 
como billetes de lotería ciertos (sumas monetarias ciertas), 
sería una probabilidad tal que el individuo se muestra in­
diferente entre la cantidad cierta de dinero R^ y un billete 
de lotería que le proporcione unas ganancias R^ con la proba­
bilidad u^ y una ganancia Rn con la probabilidad (1-u^). Evi­
dentemente, debe cumplirse para i = 1, que u^ = 1 y cuando 
i = 0y se tendrá que un = 0 .
Hasta el momento hemos logrado que los R^ estén ex­
presados en función de las ganancias extremas y Rn y como 
al mismo tiempo se cumple que: >> R2 ^ • >- Rn > entonces -
la aplicación del axioma de monotonicidad nos permite asegu­
rar que se cumple:
Ü1 >  u2 > >  un (1*8)
Por otra parte, dado que 
R1 R*
r2 ~  r2*
Rn -  R*
teniendo en cuenta el axioma de independencia, podemos escri­
bir:
BL, . [p,,H1,Í2 ,R2l. ^  Í-ÍP..K*]
r  - (1 ^
= j^- 1 ’ * ^2 1 ^2 ’ * * * * ^n  * RnJ r^ y 1 * ^2 * ^2 * * * * * ^ n  *
Finalmente, aplicando el axioma 6 , sobre combina­
ción de loterías, podemos expresar los billetes de lotería 
compuestos BL-j y BL2 en función exclusivamente de las ganan 
cias extremas:
BL1 = [p * R1>Rn] 
BL2 = j^ Q ; R-|>RnJ
siendo:
P = p1u1 4• p2u2 4- ... f pnun = E £ u ( B L . j  ) j
r ' l (1-12)
Q = q^-j -i* q2u2 4- ... 4- qnun = E ü(BL2 )
Como tanto BL-j como BL2 han quedado expresados en 
función de y Rn , donde R ^  Rn ; el axioma 5 nos asegura 
que será preferido por el decisor aquel billete de lotería 
que tenga mayor probabilidad de obtener el mejor resultado,- 
R^, es decir aquel para el cual E |~U(BL) sea mayor.
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En resumen, mediante la estricta aplicación de los 
seis axiomas de racionalidad, anteriormente expuestos, se lie
preferencias del inversor por los distintos billetes de lote­
ría que se le presentan a elección.,El siguiente paso que da- 
.remos consistirá en ver si de todo ésto se puede deducir una 
función de utilidad del inversor que permita a éste elegir 
aquel proyecto de inversión óptimo en una situación de riesgo 
o incertidumbre parcial.
1.4. La Función de Utilidad
Cada billete de lotería estaba compuesto por una serie de po­
sibles ganancias R^. A cada R^ le hemos asociado un índice - 
y al billete de lotería completo le hemos asignado la me­
dia ponderada de los distintos índices u^ que lo componen -
las respectivas ganancias R^ les denominaremos índices de uti 
lidad y la E |~ü(BL)J será la utilidad esperada del billete 
de lotería BL:
ga a un mecanismo que permite ordenar de mayor a menor las
Volvamos un poco atrás y veamos el camino recorrido.
Pues bien, a las distintas frecuencias de u^ de
Ahora ya estamos en condiciones de enunciar el teo­
rema de la utilidad esperada:
Dados dos billetes de lotería BL^ y BI^» se calcula 
la utilidad esperada de estos billetes de lotería/aplicando - 
la expresión (1.13)» y se prefiere aquél que tenga la utili­
dad esperada más elevada.
Debemos hacer hincapié en que se debe descartar cual 
quier posible connotación psicológica en nuestro índice de 
utilidad (17), en el sentido de una posible satisfacción por 
la consecución -de la ganancia R^. En palabras de Mossin (18): 
HLa introducción del término "función de utilidad” es un ac­
cidente histórico desafortunado. El único, mérito del teorema 
de la utilidad esperada se encuentra en el hecho que nos per­
mite describir un orden de preferencias de una manera particu 
larmente simple y económica”.
También debemos resaltar que las u^ son índices de 
utilidad ordinal, no cardinal y que cualquier transformación 
lineal de las u^ no cambia la clasificación u ordenación de - 
los billetes de lotería hecha por el individuo (19).
Hasta ahora sabemos que las u^ son índices de utili 
dad de las sumas monetarias R^, de forma que el inversor se 
muestra indiferente entre una cantidad de dinero cierta R^ y 
un billete de lotería que le proporciona la ganancia R-j con 
la probabilidad u^ y la ganancia Rn con la probabilidad 
siendo R ^ R n. Hemos visto igualmente que U-j = 1. y que - 
un =0. Y, por último, también sabemos que R ^  R2 ^  Rn y
De -todo ésto se deduce que la función de utilidad
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de la riqueza debe ser creciente (esto es, U'(R)>0 ).
Hay distintos autores, como Van Horne,Sharpe, etc, 
(20), que hablan indistintamente de función de utilidad del 
dinero o de la riqueza. Nosotros pensamos que es más correc­
to hablar de función de utilidad del dinero porque en el eje 
de abscisas de la Figura 1.3 son distintas sumas monetarias 
con sus respectivos índices de utilidad lo que aparece.* No 
obstante, como es de uso generalizado la expresión función - 
de utilidad de la riqueza, utilizaremos indistintamente £ina 
u otra expresión.
Por otra parte, conviene recordar que en el análi­
sis aquí realizado, se ha omitido la variable referente a la 
riqueza inicial del inversor que influye de una manera noto­
ria sobre la forma de la función de utilidad del dinero, ya 
que dicha función de utilidad se obtiene, como veremos más - 
adelante, a partir de las respuestas a una serie de pregun - 
tas que da un individuo (las u^) sobre distintos tipos de bi­
lletes de lotería que se le ofrecen. Y estas respuestas, cet£ 
ris paribus, pueden variar ampliamente de unos individuos a - 
otros según cuáles sean sus respectivas riquezas iniciales.
o nte \)
1.5. La Aversión al riesgo
Hasta este momento, sabemos que la función de utili 
dad del inversor es creciente (U'(R)>0), pero no sabemos el 
signo de la segunda derivada, con lo cual no sabemos si la 
función de utilidad de la riqueza es convexa, cóncava o li- - 
neal. Para analizar la forma que tiene la función de utilidad
e intentar encontrar cuál es el signo que cabe esperar tome -
la segunda derivada, nos apoyaremos en el desarrollo de un
ejemplo ilustrativo. A efectos prácticos, supongamos que
= 0, y = 1.000.000 de pesetas.
Si descartamos la posibilidad de que existan puntos 
de inflexión, la función de utilidad podría tener una de las 
tres formas siguientes:
o
Figura 1.3 •
.. Vamos ahora a efectuar tres encuestas a tres seño - 
res A, B y C, con el fin de estudiar sus preferencias. Imagi­
nemos que le preguntamos al primer encuestado (señor A) , qué 
valor (R) le asignaría a un billete de lotería que le propor­
cione una ganancia R^ con la probabilidad U y la ganancia Rn
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con la probabilidad (1-U), y no3 contesta que simplemente la 
ganancia esperada del billete de.lotería, sean cuales sean - 
los valores de R-j y Rn y sea cual sea la probabilidad U, en­
tonces tendríamos que
R = R1 ü 4- Rn (1-U) (1.14)
que en particular para R^ = 1.000.000 y Rn = 0 , quedará
R = 1.000.000 ü
o lo que es lo mismo:
U = 1/1.000.000 R (1.15)
Es decir, que la función de utilidad de un individuo que toma 
sus decisiones con arreglo al criterio de la "esperanza mate­
mática de la ganancia" o rendimiento esperado, es lineal (2 1): 
la recta A de la figura 1.3.
Supongamos ahora que el segundo encuestado (el se­
ñor B) tiene una riqueza comprendida entre cero y un millón - 
de pesetas, 500.000 ptas., por ejemplo, y le preguntamos cuán 
to estaría dispuesto a pagar por un billete de lotería que le 
proporcione la oportunidad de ganar 1.000.000 de pesetas con 
el 50 io de probabilidad y nada en- el 50 $ restante de los ca­
sos. Un señor sin miedo al riesgo y que haga sus cálculos de 
acuerdo al criterio del rendimiento esperado, diría que hasta 
500.000 pesetas, sin embargo lo más probable es que nuestro - 
segundo encuestado, ponga un precio de compra bastante infe­
rior, por ejemplo 150.000 (22). Es decir:
R = 150.000< 500.000 = 1.000.000 ü f  0 (1-U), con U = 0'5
(1.16)
o, también expresado en otros términos:
U (0*5.^ 4- 0'5.Rn) > O '5 U(R.,) 4-0*5 U(Rn) (1.1 7)
de forma que para = 1.000 .000 y Rn = O, la expresión - - 
(1.17) queda como sigue:
U (500.000) > 0 * 5 .  1 4 - 0 ’5. O = 0*5 (1.18)
Es decir, que la utilidad del punto medio del inter 
vaio (23) |^0,1.OOO.OOoj es superior a la media de los índices 
de utilidad en los extremos del intervalo.
A la diferencia: 500.000 - 150.000 = 350.000, se le 
llama "prima de riesgo1’ (2 4) y dicha prima será mayor cuanto- 
más convexa (con.respecto al eje de ordenadas) sea la curva - 
de utilidad de la riqueza del inversor.
Por último, imaginemos que el tercer encuestado (se 
ñor C), ante la misma.pregunta hecha al encuestado número dos 
responde que pagaría 650.000 pesetas por adquirir un billete 
de lotería de esas características. Puede que su decisión nos 
parezca un poco excéntrica, pero en realidad lo que ocurre es 
que este señor es un amante del riesgo y disfruta al poseer - 
un billete de lotería de esas características, por lo que es­
taría dispuesto a pagar por encima del rendimiento medio espe^  
rado.
Las curvas A, B, C de la figura 1.3.» tienen una 
función.de utilidad creciente U'ÍRj^O, pero difieren en la 
utilidad marginal del dinero:
1) El primer encuestado (indiferente al riesgo) ti£ 
ne una función de utilidad como la recta A de la figura 1.3, 
y para él la utilidad marginal del dinero, ni crece ni decre­
ce, es nula: U"(R) = 0. El dinero siempre tiene la misma uti­
lidad marginal para este señor, sea cual sea su cuantía.
2) El segundo encuestado (con aversión al riesgo) - 
tiene una utilidad marginal del dinero decreciente: U n( R ) <  0 
y una función de utilidad como la curva convexa B de la figu­
ra 1.3 » por lo que es un señor conservador y ante aventuras - 
de obtener más dinero, pero en las que debe pagar para tomar 
parte en ellas, se muestra prudente y reservado.
3) El tercer encuestado (con propensión al riesgo), 
tiene una función de utilidad como la curva cóncava C de la - 
figura 1.3 , con una utilidad marginal del dinero creciente:
U" (R)>0, por lo que está dispuesto a tomar parte en cual- - 
quier juego arriesgado, pagando un precio superior al rendjl - 
miento esperado.
Los tres comportamientos analizados son válidos y, 
en realidad, una misma persona podría comportarse de acuerdo 
a esos tres modos según cual fuese la cantidad de dinero en 
juego. Así, por ejemplo, si el derecho a jugar no implica un 
desembolso elevado, podemos observar como la gente paga un - 
precio superior a la ganancia esperada (quinielas, lotería, - 
juegos de casino, etc.), porque íes excita la posibilidad de 
ganar una fuerte cantidad de dinero, aunque sea pequeña la - 
probabilidad de conseguirlo. No obstante, a medida que el des;
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embolso aumenta, esa misma persona irá cambiando su actitud y 
su aversión al riesgo crecerá de forma paulatina, tal como 
muestra el siguiente gráfico (25):
U
Figura 1.4
"No esperamos que el supuesto de aversión al riesgo 
se mantenga para todo el mundo bajo cualquier circunstancia, 
fenómenos tales como las loterías o Las Vegas no pueden ser 
explicados sin suponer que hay personas (o situaciones) no ca 
racterizadas por la aversión al riesgo. Sin embargo, fenóme - 
nos más normales tales como las compañías de seguros o las 
carteras de títulos diversificadas, no pueden ser explicados 
sin el supuesto de la aversión al riesgo. La aversión al ries 
go parece un supuesto razonable en el análisis de negocios 
más ordinarios, y éstos, son los problemas con los cuales nos 
otros estamos interesados en este libro"
Por tanto, dado que nos ocupamos de la toma de d e c i  
siones en el contexto del mundo de los negocios y las finan - 
zas, supondremos que el inversor objeto de nuestro estudio 
tiene aversión al riesgo y, por tanto, una función de utili - 
dad creciente y convexa, es decir, con U'(R)>0 y U"(R)<0 
(27).
Una vez que tenemos construida la función de utili­
dad del dinero del inversor individual, ya estamos en condi - 
ciones de *poder ordenar las distintas oportunidades de inver­
sión que se le ofrecían al inversor en el primer epígrafe de 
este tema. Sustituiríamos los por los correspondientes u^
de la función de utilidad y el decisor elegirá aquella inver-
n
sión con una utilidad esperada ^  p.u. mayor. Si bien esto
i= 1  1 1
es válido en principio, pensamos que el problema no está solu 
cionado de una forma global, ya que no consideraremos las po­
sibles inversiones de una forma aislada como si fuesen ' inde­
pendientes entre sí, sino que trataremos de ver qué conjunto 
de inversiones es el más conveniente. La razón de este proce­
der la veremqs con todo detalle al hablar de la selección de 
cartera.
1.6. La Utilidad Esperada en función de los 
Dos Primeros Momentos
En los capítulos relativos a la selección de cartera 
nos moveremos en un mundo de dos parámetros: la media y la va- 
rianza, o su equivalente, la media y la desviación típica. An­
teriormente ya hemos visto cómo un individuo con aversión al 
riesgo no desea tomar parte en juegos donde puede ganar o per­
der, con una igual probabilidad, una cierta cantidad de dinero
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esdecir, que no quiere participar en juegos con un rendimiento es­
perado nulo y una varianza positiva, lo cual equivale a de­
cir que el individuo “odia” el riesgo medido por la varianza y 
MamaM la rentabilidad expresada por el rendimiento esperado. 
En consecuencia, un comportamiento racional puede consistir - 
en tener en cuenta únicamente los dos primeros momentos de la 
función de distribución de los rendimientos de los diferentes 
proyectos de inversión. Para que ésto sea válido es necesario 
poder expresar la utilidad esperada, que todo individuo racio 
nal intentará maximizar, en función de los dos primeros momen - 
tos.
En este epígrafe queremos mostrar en qué casos lo - 
que acabamos de reseñar es completamente válido y en qué - 
otros es sólo una aproximación y, cuando así sea, qué cosas - 
sacrifica o deja de lado dicha aproximación (28).'
Tanto los proyectos u oportunidades de inversión co 
mo los billetes de lotería, vimos que tenían distintos desen­
laces posibles R^ con sus respectivas probabilidades. Los R^ 
eran füyjos netos de caja en el caso de los proyectos de inver 
sión, mientras que en el caso de los billetes de lotería eran 
flujos de entrada en caja. En la función de utilidad del diñe 
ro, denotamos por R a los distintos valores que podían tomar 
los R^. Ahora, con el fin de ir homogeneizando la nomenclatu­
ra de cara a capítulos posteriores, es conveniente que en vez 
de R usemos la variable IÍ con el.fin de resaltar que los prq 
yectos de inversión son variables aleatorias con sus corréis - 
pondientes funciones de distribución.
oPara expresar la utilidad esperada en función de la 
media y la varianza nos basaremos en el análisis hecho por Fa 
rrar (29). Así, si efectuamos un desarrollo de Taylor de la 
función de utilidad del dinero (30) y luego tomamos esperan - 
zas matemáticas en ambos lados de la igualdad, lograremos ex­
presar la utilidad esperada de un proyecto de inversión en - 
función de la media y la varianza de los posibles flujos ne­
tos de caja.
El desarrollo de Taylor de una función: f(x) , en 
las proximidades de un valor determinado: q, para el cual la 
función está definida, es:
f (x) = f (q) 4- f ' (q) (x-q) 4- (x-q)2*4- .. . 4» (x-q)n 4-..
2 í n!
(1.19)
Nosotros vamos a situarnos en un punto concreto - 
q = E(R) , para efectuar el desarrollo de Taylor de la función 
de utilidad, así obtendremos:
u[r] = u|e(R)| 4- U' ¡B(R)J |^ R - E(R)J .4- jl-E(R) 2 4-
r* ^  t _ —* -v
U ,fJL
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js'-E(R)] 3 4- ... (1.20)
Si ahora tomamos esperanzas matemáticas en ambos miembros(31):
E (u [r ]) = ü |e (R)J + u> |~e (r )J e |(r-e (r )J
U"B¡(R)1 „  ~ 2 ü1" Ie ( r)1 ^  ^  1
4- --- -----E(R-E(R)) 4-    -  E(R-E(R)) 4- ...
2! 3!
(1.21)
Fijemos nuestra atención en el segundo miembro de -
la igualdad. El primer término es el valor de la función de 
utilidad en el punto de abcisas igual al rendimiento medio es 
perado de la inversión, y aunque es una constante, depende de 
la media. El segundo término es nulo, puesto que aplicando el
momento (que es una media de la simetría o asimetría de los - 
rendimientos R¿). El quinto término sería otra constante por 
el cuarto momento (o curtosis). Y así sucesivamente.
sivas serán nulas y la función de utilidad esperada quedará - 
en función de la media y la varianza de los posibles rendi- - 
mientos R^.
la utilidad esperada es función de los dos primeros momentos 
cuando la función de utilidad es un polinomio cuadrático. Pe­
ro los polinomios de segundo grado, no son las tínicas funcio­
nes que cumplen nuestros supuestos de U'(R)>0 y U M(R)<0 , 
por lo que cuando la función de utilidad no es cuadrática, la 
afirmación anterior es válida dnicamente en forma aproximada. 
En realidad, cuando la función de utilidad no es una función 
de segundo grado, lo que estamos argumentando es que se con­
sigue una aproximación suficiente de la utilidad esperada,
operador esperanza matemática al mismo queda: E(R) -E(R). El
tercer término, es una constante que multiplica a -
2 !
la varianza (o dispersión en torno a la media). El cuarto térm
mino es una constante que multiplica al tercer
Si la función de utilidad es un polinomio de segun­
do grado, entonces ü‘" E(R) , U312 E(R) y las derivadas suce
Por tanto, resulta completamente válido afirmar que
con el empleo de los tres primeros términos del desarrollo de 
Taylor, ignorando los términos siguientes, es decir, ignoran­
do el tercer momento, el cuarto momento y momentos superiores 
de la función de distribución de los R^.
La mayoría de los autores que han estudiado este - 
problema están de acuerdo en que pasar por alto el tercer mo­
mento no parece desacertado, ya que en varios estudios se ha 
encontrado que las funciones de distribución de los rendimien 
tos son simétricas (3 2) y, en consecuencia, el tercer momento 
será nulo. Por lo que respecta al cuarto momento o curtosis, 
según Francis y Archer (33): "queda mucho por hablar respecto 
a lo que mide realmente", existiendo un desacuerdo entre los 
diferentes autores respecto a su significación.
Un individuo que en sus decisiones de inversión úni 
camente tenga en cuenta los dos primeros momentos, es decir, 
que su utilidad esperada únicamente depende de la media y la 
varianza de los rendimientos (3 4):
E (ü(R)) = f (E(R), cr2 (R)) (1.22)
y con aversión al riesgo, tendrá una función de utilidad espe_ 
rada tal que (35):
--— ir >0 - <0 (1.23)
SE(R) 2><r(K)
es decir, que su utilidad esperada será creciente con respec­
to al rendimiento medio de la inversión y decreciente con resi 
pecto a la varianza. Así, un inversor en un mundo de dos pará 
metros identifica al riesgo con la varianza ó dispersión de
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los rendimientos en torno a la media o rendimiento esperado: 
"ama11 el rendimiento esperado (E(R)) y "odia” el riesgo - 
( cr-ÍR)). ' Re modo que entre dos inversiones con igual rendi­
miento esperado prefiere la de menor varianza o, lo que es lo 
mismo, a varianzas iguales prefiere la inversión de mayor ren 
dimiento esperado.
1.7. Las Curvas de Indiferencia. Propiedades
Vamos a ver a continuación qué forma tienen las cur
vas de indiferencia de un individuo con aversión al riesgo en
un mundo de dos parámetros. Una curva de indiferencia está re
presentada por el conjunto de pares (rendimiento esperado, va
rianza) en los que el individuo alcanza la misma utilidad, es
2 rs—^
decir, distintos pares E(R^), ^(R^) entre los que el inver 
sor se muestra indiferente.
Respecto a las curvas de indiferencia o isoutilidad 
se pueden hacer las siguientes consideraciones (3 6):
1) En el espacio (E(R), cr(R)) las curvas de indi, 
ferencia deben ser crecientes. En efecto, para un individuo - 
con aversión al riesgo y que toma sus decisiones teniendo en’
cuenta la media y la varianza de los rendimientos, sabemos- - 
que:
E(U(R)) = f(E(R), <r(R) (1.24)
con:
(1.25)
Manteniendo constante la utilidad esperada en - 
(1.24) y pasándola al otro miembro, tendríamos una función -
ya que según (1.2 5) el numerador es negativo y el denominador 
positivo, estando el cociente afectado de signo menos.
2) Para un inversor con aversión al riesgo, a medi­
da que el riesgo de una inversión crece, será necesario un - 
crecimiento aún mayor en el rendimiento para que su utilidad 
esperada se mantenga al mismo nivel. Esto nos lleva a que sus 
curvas de indiferencia deben ser cóncavas hacia el eje de or- 
denadas en el plano (E(R), Cr (R)) . Por tanto, ni una línea 
recta, ni una curva convexa pueden ser curvas de indiferencia 
de un inversor con aversión al riesgo.
O
implícita de dos variables: E(R) y CT (R) donde a su -
vez E(R) es una función de cr (R). Derivando dicha fun­
ción implícita:
y despejando:
do-2®
3) Las curvas de indiferencia no se pueden cortar
Si así sucediese como en el caso de las curvas de indiferen - 
cia 1 y 2 del siguiente gráfico:
Los puntos A y B de la curva de indiferencia 1, le proporcio­
narían al individuo la misma utilidad esperada. Igual ocurri­
rá con los puntos B y C de la curva de indiferencia 2. Con lo 
que tendríamos:
B ~  C
y suponiendo que las preferencias son transitorias, como así 
lo hicimos en nuestros axiomas de racionalidad, tendríamos que
lo cual no es válido, ya que el punto A es preferido al C, - 
desde el momento que tiene la misma varianza, pero un rendi­
miento esperado superior.
4) Una curva de indiferencia en su corte con el eje 
de ordenadas nos proporciona el equivalente -cierto de cual- - 
quier inversión arriesgada contenida en ella. Es decir, aquel 
rendimiento cierto para el cual el individuo se muestra indi­
ferente entre dicho rendimiento y aquel otro rendimiento de
A.
Figura 1.5
A
(1.28)
A C (1.29)
una inversión arriesgada (con varianza positiva), contenida 
en la curva de indiferencia en cuestión
o no prolongamos las curvas de indiferencia por debajo del —  
eje de abscisas, ya que representan inversiones con rendimien­
tos esperados negativos y varianzas positivas que un indivj. - 
dúo racional no llevará a cabo.
Igualmente, también se desprende de la figura 1.6,
que las curvas de indiferencia situadas más hacia arriba y —
más hacia la izquierda representan niveles de utilidad supe -
2 /~\riores, ya que para un mismo nivel de <T (R) , los valores - 
de E(R) son mayores.
1.8. La Función de Utilidad Cuadrática
inversor tenía una función de utilidad del tipo de un polino-
.e (S)
Figura 1.6
Como se observa en la figura anterior, no dibujamos
Ya hemos visto en el anterior epígrafe cómo si el -
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mió de segundo grado, entonces era completamente válido tener 
en cuenta únicamente los dos primeros momentos, la media y la 
varianza de los rendimientos.
Dado que dentro de las muchas funciones que cumplen 
las condiciones exigidas a la función de utilidad, la función 
cuadrática es una de ellas, y dado que en la literatura sobre 
la selección de cartera muchos autores consideran como hipófe 
sis que la función de utilidad es cuadrática, vamos a analji - 
zar con detalle la forma e implicaciones de una función de 
utilidad cuadrática. Sea el polinomio de segundo grado:
U(R) = a-f-bR4-cR2 (1.30)
Para un individuo cuya función de utilidad tenga 
esa forma y que tenga aversión al riesgo, las constantes b y 
c deben ser tales que U*(R)>0 y U"(R)<.0 :
U*(R) = b 4- 2 cR > 0- (1.31)
U"(R) = 2  c < 0  de donde c < 0  (1.32)
es decir,que para que la utilidad marginal del dinero sea decre­
ciente, la constante c debe ser negativa.
Al mismo tiempo, para que‘la utilidad del dinero 
sea positiva:
ü' (R) = b 4- 2 jb]R> 0
b >  - 2 cR . ■ (1.33)
v'-~/
lo que implica que b es una constante positiva cuando R>0,
ya que c<0. Por otra parte, esta función de utilidad tiene
un máximo cuando su primera derivada se anula:
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u; (5) = b 4- 2 cR = O
R = , con c¿ 0  (1.34)
2 c
por lo que a partir del punto R^  = - b / 2 c (con c < 0 ) , la fun­
ción cuadrática tiene una utilidad marginal del dinero negati 
va, lo cual contradice el resultado, deducido a partir de los 
axiomas de racionalidad, que afirmaba que la utilidad margj.- 
nal del dinero era siempre positiva. Por tanto, la función - 
de utilidad cuadrática no tiene sentido económico para valo- 
res de R superiores a -b/2c (con c<0).
Tomando esperanzas matemáticas, en ambos miembros - 
de (1.30), tenemos que:
E (U(R)) = a 4- bE(R) 4- cEÍR2) =
= a 4- bE(R) 4- c [(E(R)) 2 4- «j- 2 (R)] =
= a 4- bE(R) 4- c E(R)2 4- c <r2(R). (1.35)
y teniendo en cuenta que c < 0 , se puede escribir (37):
E(U(R)) = a 4- b E(R) - o (E(R))2 - c <r2(R) (1.36)
expresión que nos relaciona la utilidad esperada con los dos
Q  j— j1 ' ~
primeros momentos: E(R) y cr (R).
Si ahora suponemos un valor constante (K) de la uti 
lidad esperada, podemos deducir la curva de indiferencia para 
ese nivel de utilidad (3 8):
E(ü(R)) = a 4- b E(R) - c (E(R) ) 2 - o <r2 (R) = K
c (E(R) ) 2 - b B(R) 4- c <r2(R) = a - K
4 f>
2 2dividido todo por c y sumando en ambos miembros b /4c , 
operando se llega a que:
(E(R)-—  )2 4- cr2(R) = — —  4- — (1.37)
2c c 4c
/\y
que en los ejes (E(R), cr(R)) representa la ecuación de una 
circunferencia con centro en: E(R) = b/2c y cr^ (R) = 0.
Figura 1.7
Por tanto, una función de utilidad cuadrática da - 
lugar a curvas de indiferencia que son circunferencias concén 
tricas con centro sobre el eje de ordenadas, de los cuales - 
únicamente resulta significativo económicamente el cuadrante 
sureste de las mismas (39). Pe modo que, aunque las curvas -
de indiferencia de una función cuadrática son algo rígidas y
tienen una serie de limitaciones, permiten, sin embargo, ex­
plicar la aversión al riesgo del inversor individual, ya que
son cóncavas hacia el eje de ordenadas.
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pítulos.
En ocasiones, en los capítulos siguientes, se observará 
como se hace referencia a un modelo de dos períodos con 
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(26) MOSSIN, J., op. cit., p. 17.
(27) Evidentemente existen diversos tipos de funciones que 
cumplen esos supuestos: cuadrática, logarítmica, etc. He 
mos analizado como puede esperarse que la generalidad de 
los individuos tengan aversión al riesgo en sus decisio­
nes de tipo económico-financiero y es precisamente ésto, 
y no la forma concreta de la función de utilidad,^ que 
nos interesa señalar de momento para los fines de núes - 
tro estudio. Ya no volveremos a tratar el problema de - 
qué tipo de función de utilidad tiene un individuo con - 
creto. Esto es un problema de encuestas que permitan ob­
tener una nube de puntos en el plano (U,R) a la cual ajus 
tar una función matemática particular.
(28) En el capítulo siguiente veremos como existe otra justi­
ficación, tal vez más elegante, mediante la cual un indj. 
viduo que maximice la utilidad esperada únicamente va a 
tener en cuenta la media y la varianza de los rendimien­
tos en sus decisiones de inversión y es suponer que - 
tales rendimientos siguen una función de distribución - 
normal.
(29) El análisis de Farrar está recogido por Jean en el capí­
tulo IV de su obra traducida al castellano:
FARRAR, D.E., op. cit.
JEAN, W.H.: "Teoría Analítica de la Financiación". Edito_ 
rial Ariel. Barcelona, 1976.
(30) Aunque no hemos concretado qué función matemática se - 
ajusta a la función de utilidad, ya que pueden ser dife­
rentes para los distintos individuos, suponemos que tal 
función reúne los requisitos necesarios (continua, deri- 
vable, etc.) para que la aproximación por el desarrollo 
de Taylor de la función de utilidad en un punto determi­
nado sea posible.
(31) Como E(R) es una constante, ü|jE(R)J también es una cons­
tante y, como se sabe, la esperanza matemática de una - 
constante es la misma constante, por lo que:
(32) KENDALL, M.C.: "The analysis of Economic Time Series,I: 
Prices". Journal of the Royal Statistical Society, sec, 
A, 1953, p. 11-25.
E
OSBORNE, M.F.M.: "Brownian Motion in the Stock Market". 
Operation Research, vol. 7, 1957, p. 145-177.
FAMA, E.F.: "The Behavior of Stock Market Prices". Jour­
nal of Business, vol. 38, Enero 1965, p. 34-105.'
BLUME, M.: "Portfolio Theory; A Step towards its Practi- 
cal Application". Journal of Business, abril 1970, p. 
163-164.
(33) FRANGIS, J.C. y ARCHER, S.H.: "Análisis y Gestión de - 
Cartera de Valores". Ediciones ICE. Madrid 1977, p. 34.
(34) Para la varianza del rendimiento utilizaremos indistin- 
tamente: var (R) o u* (R), donde las tildes indican 
que se trata de variables aleatorias.
(35) Recordemos como al principio de este epígrafe vimos que 
un individuo con aversión alriesgo "ama" el rendimiento 
esperado y "odia" la varianza.
(36) Para estudiar las propiedades de las curvqs de indiferen 
cia seguiremos principalmente la obra de Jean.
JEAN, W.H. , op. cit.
(37) A idéntico resultado llegaríamos particularizando en 
(1.21) para el caso en que U(R) = a4-bR4-cR^.
(38) La deducción está basada en la realizada por Sharpe en - 
su libro traducido al castellano:
SHARPE, W.F., op. cit., p. 239.
(39) La utilidad esperada de una función cuadrática es:
Como sabemos, la utilidad esperada de un individuo con 
aversión al riesgo debe ser tal que, ceteris paribus, - 
crezca con el rendimiento esperado y decrezca con el - 
riesgo o varianza:
— (-P.W I- = b - 2o E(R) >  O 
c>E(R)
_ M.(P(P)L = -0 < o 
S)<r2(R)
de donde E(R) <  decir, únicamente para valores
del rendimiento esperado inferiores a b/2c, las curvas - 
de indiferencia son válidas.
CAPITULO II
EL MODELO DE POS PARAMETROS DE SELECCION DE CAMERA
2.1. Introducción
En el capítulo I considerábamos la situación de un 
inversor con una riqueza inicial que debía repartir entre 
consumo e inversión. Hicimos abstracción de qué parte de su 
riqueza dedicaría al consumo e intentamos ver cuál sería el 
comportamiento racional del inversor en el contexto de un mo 
délo de un período (añorarás tarde) en ambientes de riesgo. 
Así, en base a unos axiomas de racionalidad individual, lle­
gamos a que el inversor intentaría maximizar la utilidad es­
perada.
Luego introducimos el supuesto de que en el mundo 
de los negocios y las finanzas, lo normal era que el inver­
sor tuviese aversión al riesgo, con lo cual las funciones de 
utilidad eran crecientes y convexas hacia el eje de ordena - 
das. Posteriormente, vimos como era posible expresar la uti­
lidad esperada en función de la media y la varianza de los 
rendimientos, bien como una aproximación, mediante los tres 
primeros términos de un desarrollo de Taylor, o bien de una 
manera exacta, en el caso de que la función de utilidad fue­
se un polinomio cuadrático.
Por último, aunque en el capítulo anterior señala- . 
mos que una posible decisión óptima de inversión por parte 
del individuo consistiría simplemente en elegir aquel proyejq
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to u oportunidad de inversión que tuviese una mayor utilidad 
esperada, ya apuntamos la idea.de que eso no sería correcto, 
puesto que la posible existencia de correlaciones entre los 
distintos proyectos de inversión, obligaría a considerar las 
oportunidades de inversión conjuntamente y no aisladamente, - 
como se hacía allí.
A partir de este momento, nos ceñiremos a un proble 
ma.concreto, no hablaremos de proyectos u oportunidades de in 
versión en abstracto, sino de la inversión en títulos o valo­
res mobiliarios (1). De modo que la consideración conjunta de 
las oportunidades de inversión nos lleva directamente al aná­
lisis del tema de la selección de cartera.
Una cartera de valores queda definida cuando se ha­
ce explícito qué títulos la componen y en qué cantidad. El -
rendimiento de cada valor mobiliario de una cartera, como nos 
movemos en situaciones de riesgo, es una'variable aleatoria - 
que está caracterizada por los dos primeros momentos de su - 
función de distribución: la media y la varianza.
Markowitz dice que en su obra se habla más de "se -
lección de cartera” que de "selección de títulos", ya que 
"una buena cartera es más que una larga lista de acciones y - 
obligaciones" (2), puesto que muchas veces una cartera com­
puesta por un gran número de títulos no proporciona la mejor 
diversificación (3) y, además, el análisis de.carteras trata 
de seleccionar la cartera de valores mobiliarios que mejor - 
cumple los objetivos del inversor individual.
Para efectuar la selección de cartera, es decir, pa
ra intentar resolver el problema.de seleccionar la cartera 
que mejor se ajusta a los objetivos del inversor, os necesa - 
rio establecer un criterio adecuado que refleje las preferen­
cias del inversor individual. Los objetivos de los inversores 
varían ampliamente de unos a otros; sin embargo, si tratamos 
de buscar puntos comunes en sus gustos y preferencias ya vi­
mos, en el capítulo anterior, que un individuo racional con 
aversión al riesgo, "ama” la rentabilidad o rendimiento espe­
rado de una inversión y "odia" el riesgo o varianza de los - 
rendimientos (4). Es decir, que se guía por el criterio media 
-varianza (5).
tas carteras posibles entre las cuales el individuo debe se­
leccionar aquella que mejor se ajusta a sus necesidades, vere 
mos que, con independencia de su mayor o menor aversión al 
riesgo, hay una serie de carteras que ya desde un principio, 
si el inversor aotua racionalmente, debe rechazar.
Si situamos sobre los ejes (E(Rp), Var(Rp)) distin-
E
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Figura 2.1
Así, por ejemplo, si analizamos las carteras B y D, 
vemos que ambas tienen el mismo riesgo o varianza, pero la - 
cartera B tiene un rendimiento esperado mayor, por lo que un 
individuo racional con aversión al riesgo preferirá la carte­
ra B. Y la cartera D, desde este momento, debe ser rechazada 
por ser una cartera ineficiente (6). Del mismo modo, si el in 
versor ha de enfrentarse a una elección entre las carteras A 
y C, como las dos carteras tienen el mismo rendimiento espera 
do, pero en cambio la cartera A tiene un riesgo menor, lógica 
mente el individuo elegirá la cartera A y no invertirá en nin 
gán caso en la cartera 0 (7). Por áltimo, por lo que respecta 
a las carteras A y B, no es posible hacer comparaciones y ele 
gir una de ellas sin tener en cuenta explícitamente el mapa - 
concreto de las curvas de indiferencia del inversor, puesto - 
que si bien es cierto que la cartera B tiene una rentabilidad 
mayor, también lo es el hecho de que su riesgo es superior al 
de la cartera A. En consecuencia,'el inversor elegirá una u 
otra, en función de su mayor o menor aversión al riesgo, pero 
no porque una de esas carteras sea más eficiente que la otra*
Por tanto, no es necesario analizar todo el conjun­
to de las carteras posibles, sino solamente el subconjunto cu 
yo par media-varianza sea distinto (8). De forma que el post£ 
rior análisis de la selección de la cartera óptima que mejor 
se ajusta a las preferencias del inversor, se reduce al análi 
sis de ese subconjunto (llamado eficiente) y*que proviene de 
eliminar del conjunto de carteras posibles aquellas que no 
son eficientes.
Todo lo dicho hasta ahora se puede sintetizar,si- - 
guiendo a Sharpe (9), diciendo que la selección de cartera se 
puede dividir en tres fases:
1) El análisis de los títulos: consiste en predecir 
las perspectivas y los cursos de evolución de las cotizado - 
nes de los títulos. Se puede usar la información proporciona­
da por las series históricas de los rendimientos de los títu­
los y hacer una extrapolación hacia el futuro o tener en cuen 
ta los juicios y opiniones de los especialistas en temas fi­
nancieros, Pero en cualquier caso, en palabras de Sharpe, uel 
análisis de los títulos es un arte”.
2) El análisis de carteras: averiguadas las caracte 
rísticas de los titules en la primera fase: E(Rj), Var(Rj) y 
cov (R^,Rj), el análisis de carteras es una fase técnica que 
consiste en calcular las carteras eficientes,
3) La selección de cartera propiamente dicha: es la 
última fase en la que, conocida la frontera eficiente de las 
dos carteras arriesgadas, se intenta encontrar cuál es la car 
tera óptima que mejor se ajusta a las preferencias del inver­
sor, Preferencias que son completamente subjetivas.
Por lo tanto, de las tres fases que propone Sharpe, 
la única fase técnica es la segunda, ya que la primera es un 
arte, mientras que la tercera depende de la subjetividad inhe 
rente an las preferencias del inversor. A esta fase técnica, 
consistente en el estudio de la frontera eficiente, dedicare­
mos el capítulo siguiente, mientras que en el presente capítu
lo vamos a hablar de la selección de cartera pero utilizando 
el enfoque teórico de Pama y Miller (10): las decisiones de 
consumo-inversión, enfoque que es más general, pero que llega 
a los mismos resultados.
2.2. Las Decisiones de Consumo-Inversión
Hasta ahora habíamos omitido el tratamiento de las 
decisiones de consumo y nos habíamos concentrado exclusivamen 
te en la decisión de inversión, cuando en realidad son dos de 
cisiones interdependientes como vamos a ver a continuación.
Consideremos un individuo con una riqueza inicial - 
al principio del período 1 que debe tomar una decisión de 
consumo-inversión al comienzo de cada uno de los t períodos - 
de vida que le quedan por vivir, incluye el valor de mer­
cado de todos sus activos (11) y las rentas de su trabajo per 
sonal de todo el periodo 1 que supondremos recibe al inicio - 
de dicho período. Pe esté modo, al comienzo del período 1, el 
individuo debe decidir qué parte de su riqueza dedica al con­
sumo presente invirtiendo el resto en títulos o valores mobi­
liarios:
Como tanto el rendimiento futuro sobre su inversión 
de principios del período 1, como las rentas del trabajo per­
sonal del período 2 son inoiertas, el nivel de su riqueza al 
comienzo del periodo 2 también lo será. Es decir, que. su ri­
queza inicial en el período 2 será una variable aleatoria: 
que deberá repartir entre el consumo y la inversión del períjo 
do 2 y asi sucesivamente el individuo deberá ir tomando deci­
siones de consumo-inversión en cada uno de los períodos que - 
le restan de vida. En el último período de su vida: t, toda 
la riqueza se dedica al consumo, ya que el legado que deja a 
sus herederos lo consideramos consumo.
El* individuo únicamente obtiene utilidad (12) del - 
consumo e invierte en la medida que con ello considera que ob 
tendrá un mayor nivel de consumo futuro. "Juzgando el contcni 
do de la mayoría de los libros sobre inversión, la gente in­
vierte solamente por el placer de hacer dinero. Realmente, na 
da podría estar más lejos de la verdad. Las inversiones sir - 
ven meramente como un medio para lograr un fin, y el fin es 
el consumo. Como consecuencia, la cantidad invertida y los ti 
pos de inversiones seleccionadas dependen de la más fundamen­
tal decisión de consumo" (13).
Por supuesto que el problema tal como lo hemos plan 
teado es muy complicado, no existiendo realmente una solución 
completa y satisfactoria hasta el momento. Por ello, nosotros 
fijaremos nuestro estudio en el caso de dos períodos, donde - 
se debe tomar una decisión de consumo-inversión al principio 
del período 1, siendo el consumo del período 2 igual al valor
que obtenga el individuo por la venta al comienzo del período 
2 de la cartera que adquirió al inicio del período 1; haremos 
también el supuesto adicional de que el individuo no trabaja 
durante el periodo 2:
w-j = 4* , de donde' h,j = - c^
w2 = = h.,(1 + Ep) = (w1 - c.,)(1 + R^p) (2 .2 )
donde R es el rendimiento aleatorio por peseta invertida en
Ir
la cartera p que el individuo adquiere al principio del perío 
do 1.
Como nosotros en nuestro modelo omitiremos por com­
pleto el mercado de los bienes de consumo concentrándonos en 
el mercado de capitales, las variables c^  y c^ son las canti­
dades monetarias resultantes de multiplicar los precios de - 
los bienes de consumo (14) que adquiere el consumidor por sus 
respectivos precios.
En el capítulo I estudiamos la función de utilidad 
del dinero de un individuo que dependia de una sola variable 
por cuanto únicamente se analizaba la utilidad que le propor­
cionaba el dinero obtenido de su decisión de inversión, y omi 
timos el tratamiento de qué parte de su riqueza dedicaría al 
consumo corriente del período así como la utilidad que ello - 
le reportaría. Ahora, en el nuevo contexto más amplio del pro 
blema base planteado y ciñéndonos al caso de. dos períodos, la 
función de utilidad del dinero debemos ampliarla a dos varia­
bles, la cantidad monetaria del consumo del período 1: c^ y 
la cantidad monetaria del consumo del periodo 2: c^. Es de -
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cir, que la función de utilidad quedarla:
U ‘(o1f o2 ) (2.3)
en donde las derivadas parciales con respecto a c.j y /c^> son
positivas:
^U( c1, <£>) 9ü(c.,,cp
--------!— £—  >  o ------- -— -—  >  O
S c 1 £c2
al ser para todos los individuos la utilidad marginal del di­
nero siempre positiva. La convexidad de la función de-utili - 
dad (2.3), implicada por el supuesto de aversión al riesgo 
del inversor, quedarla definida del siguiente modo:
1 1  2 2
Lados dos vectores consumo, (c.j,c2 ) y (c-| 9c^) »
para cualquier 0 < x < 1  (15),
U(xc!j + (l-x)c^ , xc2 4 (1-x)c2) y  x U(c^ ¡ ,c2) 4* (1-x)U( c^, c2 )
(2.4)
Lebemos resaltar que la aversión al riesgo de un in
divíduo en la función de utilidad U(c.j,£>), implica la conve
xidad de dicha función con respecto a cualquiera de las dos 
variables dejando constante la otra. Es decir, que en la fun­
ción U(c.j,a>), al hacer, constante una de las dos variables - 
c.j ó c2 , la correspondiente función que queda de una variable 
es convexa. Por ejemplo, haciendo constante = c® :
ü(c°, xo^ + d-xjcg) >  X ü(c°,c^) 4- (1-x)U(c¿j,c|) (2.5)
2,3. Rentabilidad y Riesgo de una Cartera de Valores
El propósito de los dos epígrafes siguientes es pr<D 
porcionar una serie de útiles o herramientas con los cuales - 
poder plantear y desarrollar un modelo para la toma de deci­
siones de consumo-inversión en condiciones de riesgo (16).
Anteriormente ya hemos dicho que una cartera de va­
lores queda definida cuando se hace explícito que* títulos la 
componen y en qué cantidad. Asimismo, también dijimos que ca­
da valor mobiliario de una cartera, como nos movemos en situa­
ciones de riesgo o incertidumbre parcial, era una variable 
aleatoria qu'e suponíamos tenía una media y varianza finita.
En un modelo de dos períodos, el individuo compra - 
una cartera al principio del periodo, vendiéndola al princ.1 - 
pió del período siguiente. Por tanto, el rendimiento de un tí 
tulo, haciendo abstracción de las-ampliaciones de capital, in 
cluye las ganancias de capital y los dividendos percibidos. A 
lo largo de este capítulo y los siguientes, ya no hablaremos 
de rendimientos en valores absolutos (flujos netos de caja, - 
como en el capítulo anterior), sino de rendimientos por pese­
tas invertida en un título durante él período de estudio. De 
este modo, el rendimiento de un título "i" quedará definido - 
de la siguiente manera:
^±2 Pi1 ^ ^ilH, = — i-----— -----—  • (2.6)
P
ri1
en donde:
Rj es el rendimiento por peseta invertido en el titulo "i" 
1 (17)
©3 el precio de los títulos de la empresa uiH al prin­
cipio del período 1.
Pi2 ©s ,el precio de los títulos de la empresa "i” al prin­
cipio del período 2 6 final del período 1. 
d ^  es el dividendo de un título ó acción de la empresa Hi” 
recibido durante el período 1.
Llamamdo al valor monetario en pesetas inverti­
do en el título i dentro de la cartera p, si suponemos que la 
cartera está compuesta por n títulos, entonces el valor total 
en pesetas invertido en la cartera p sería:
h 1 - Z  hip (2-7)
i=í1
siendo la parte de la riqueza que se destina a la inver 
sión en valores mobiliarios o, lo que es lo mismo, aquella - 
parte de la riqueza que no se dedica al consumo corriente del 
período de estudios
= W 1 ~ C1 (2.8)
en donde es el consumo corriente del período 1.
Si cada título i(i=1,2,...,n) proporciona un rendi­
miento por peseta invertida, entonces la cartera compuesta 
por pesetas del título 1, l^p pesetas del titulo 2, 
hnp pesetas del título n, proporcionará un rendimiento total 
en términos absolutos:
6¿
y en términos relativos, es decir, el rendimiento de la carte 
ra por peseta invertida en la misma, resultará de dividir am­
bos miembros de (2.9) por h^:
Definiendo x. = h. /h- (18), es decir, siendo x. lai íp i i
proporción del total de los recursos dedicada a la inver - 
sión en el título i, puede expresarse (2.10) como:
igual a la media ponderada de los rendimientos de los títulos 
que la componen, siendo los coeficientes de ponderación las 
proporciones invertidas en cada uno de los títulos.
rada y que tenga una función de utilidad cuadrática (20), áni 
camente tendrá en cuenta los dos primeros momentos de la fun­
ción de distribución de los rendimientos de las distintas car 
teras a la hora de seleccionar una cartera particular, siendo 
la media una medida de la rentabilidad y la varianza, o dis­
persión en torno a la media, una medida de su riesgo (21).
que es una suma de variables aleatorias, obtenemos que el ren 
dimiento esperado de la cartera p es la media ponderada de - 
los rendimientos esperados de los n títulos que la componen:
(2.10)
n
(2.11)
i=1
Por tanto, el rendimiento de una cartera (19) es
Un inversor racional que maximice la utilidad espe-
Aplicando el operador esperanza matemática a (2.11)
Para hallar el riesgo de la cartera p, debemos to­
mar varianzas en (2 .11), con lo que se llega a que 1a. varian 
za de la cartera p es (22):
media ponderada de las varianzas de los rendimientos de los - 
títulos (23), sino que también depende de las covarianzas o - 
córrelacidn entre los distintos títulos. Además, en la medida
diversificadas el peso específico de las covarianzas supere 
al de las varianzas (24-).
rentes títulos es lo que obliga al inversor a no tratar las - 
oportunidades de inversión de forma‘aislada sino conjuntamen­
te, ya que el riesgo de una cartera (o conjunto de títulos) 
depende no sólo de las varianzas de los. títulos que la inte - 
gran, sino también de las covarianzas o correlación entre los 
mismos.
i=1 i = 1  á= i
n n
i=1 j=1
Es decir, que la varianza de la cartera p no es la
2que hay n varianzas frente a las n(n-l) = (¡n -n) covarianzas 
en la expresión (2.13), cabe esperar que en las carteras bien
Esta correlación entre los rendimientos de los dife
2.4. Rentabilidad y Riesgo de un Titulo
Acabamos do ver que la rentabilidad de una cartera 
de valores viene dada por su rendimiento esperado y su ries­
go por la varianza de su rendimiento. Normalmente, un título 
está caracterizado (al ser una variable aleatoria) por su me­
dia y su varianza, media y varianza que se suele asimilar, 
por muchos autores, al binomio rentabilidad-riesgo del título 
individual. Esto es perfectamente válido cuando se analiza un 
título aisladamente. Pero es un error caer en la tentación de 
pensar que la rentabilidad y riesgo de un título individual, 
en el contexto de una cartera de valores, vienen dados por -
./— > 2 / \
E(Rj_) y <T (R¿). MEn un mundo de dos parámetros, un inversor 
mira a un título individual en términos de su contribución a 
la media y a la varianza de la distribución del rendimiento - 
de la cartera" (25).
El rendimiento esperado de la cartera es la media 
ponderada de los títulos que la componen y, por tanto, la con 
tribución del rendimiento del título i al rendimiento de la 
cartera es: E(R^), es decir, el rendimiento esperado del
título i multiplicado por la proporción que representa dicho 
título en el total de la cartera.
Para ver la contribución de un título i al riesgo - 
de la cartera p, hagamos antes la siguiente transformación en 
la ecuación (2.13) con el fin de que dicha contribución se ha 
ga más evidente (26):
Por tanto, la contribución del título i al riesgo 
de la cartera p viene dada por la covarianza del rendimiento 
de ese título con el rendimiento de la cartera multiplicada 
por la proporción en que interviene el título i en el total 
de la cartera p. Pe este modo, la medida de la rentabilidad y 
del riesgo del título i son E(R^) y cov (R^*Rp).
Hay dos puntos que nos conviene remarcar respecto a 
la medida del riesgo de un título individual:
1) Que dicha medida cambia para las diferentes car-
* j /*>/
teras, ya que cov (R^  ,H^) es la covarianza del rendimiento del 
título i con el rendimiento de la cartera p, y, en consecuen­
cia, variará de una cartera a otra*
2) Que uno de los términos de cov (R¿>Rp) es <r ( )  
siendo los (n-1) restantes las covarianzas de R^ con el resto 
de los títulos de la cartera multiplicadas por las proporcio­
nes que dichos títulos representan en la misma. Es decir, que 
cr (R¿) es uno de los n términos que componen la cov (R^,Rp)
y que, al igual que afirmamos antes, es de esperar que en las 
carteras bien diversificadas tengan mayor peso las (n-1) co­
varianzas del titulo en cuestión erjfel riesgo de un título in­
dividual.
Como posteriormente al hablar de la selección de -
o
cartera, en ocasiones nos situaremos en los ejes (E,cr ) mien
tras que otras veces lo haremos en los ejes (E,<r) (27), es 
*
conveniente que también encontremos cuál es la expresión del 
riesgo de'-un título individual cuando consideremos la desvia­
ción tipica como medida del riesgo de la cartera:
Expresión sobre la que se pueden hacer las mismas - 
consideraciones respecto a su significado que a la (2.14). -
Xas ecuaciones (2.12), (2.13) y (2.14) han sido expuestas con 
el fin de ver cuáles eran los rendimientos y riesgos de las 
carteras de valores y de los títulos individuales. Más adelan 
te, al hablar del equilibrio en el mercado de capitales, se - 
estudiará la relación que existe entre el rendimiento y el - 
riesgo de un título y entre el rendimiento y el riesgo de las 
carteras eficientes*
n n
i=1 j=1
n
69
2.5. Análisis de la Función de Utilidad.cuando loa Rendi­
mientos de los Títulos se distribuyen normalmente (28)
En el capítulo anterior vimos que si la función de 
utilidad era cuadrática, entonces era posible expresar la uti 
lidad esperada en función de los dos primeros momentos. Sin 
embargo, ya observamos entonces que la función de utilidad - 
cuadrática únicamente conducía a la lógica conclusión de que 
la utilidad marginal era positiva en el interior de un inter­
valo, fuera del cual sus resultados eran incorrectos, ya que 
la utilidad marginal del dinero se volvía negativa. Otro in­
conveniente de las funciones de utilidad cuadráticas era 
que para comprobar que efectivamente un inversor se comporta­
ba según sus directrices, se requería un largo proceso de en­
cuestas a distintos individuos y el posterior ajuste de un p£ 
linomio cuadrático a la nube de puntos que proporcionaba la 
encuesta del individuo en cuestión.
Una vía alternativa para justificar que la utilidad 
esperada depende de los dos primeros momentos de la función - 
de distribución de los rendimientos, consiste en suponer que 
los rendimientos de los valores mobiliarios siguen una fun- - 
ción de distribución normal (2 9),.Esta justificación tiene a 
favor, con respecto a la anterior desarrollada en el capítulo 
I, que puede ser verificada empíricamente de una forma direc­
ta a partir de los datos del mercado. Pero, .además, también - 
tiene un sustento teórico. Así, según (2.6), el rendimiento - 
de un título i, durante un período arbitrario, es igual a:
Si consideramos un período anual y lo dividimos, - 
por ejemplo, en 200 sesiones bursátiles:
Pi2 “ Pi1 = Pi ,200 “ Pi1 = P^i,200“Pi,199^ *
P^i» 199 " Pi,198^ *■ *•* *■ P^i2 “ Pi1^
(2.17)
Si ahora suponemos que el cambio de precios entre 
dos sesiones cualesquiera (P.. t-M ~ **jt^  s^ u© un® función de 
distribución conocida con una varianza finita y que dichos - 
cambios de precios son serialmente independientes, el Teore- 
ma Central del Límite nos permite asegurar que el (P¿2 ““ )
de (2,16) sigue una función de distribución normal (30).
Por tanto, a continuación vamos a añadir el supues­
to de que los rendimientos de los valores mobiliarios son ñor 
males para así, conjuntamente con el supuesto de aversión al 
riesgo del inversor, intentar ver qué variables influyen en 
la utilidad esperada de un inversor individual y en qué di­
rección.
Nuestro individuo, al que suponemos un comportamien 
to racional, a principios del período debe elegir un consumo 
c^  y una cartera p tal que la utilidad esperada E(ü(o^,c^)) - 
sea máxima.
Si los rendimientos de los títulos son normales, el
rendimiento de la cartera compuesta por los mismos (que es la
media ponderada de los rendimientos de los títulos que la com 
/ \ \ponen (31)) es también normal. Sea R el rendimiento por pese-
Jr
ta invertida en la cartera p, E(R ) su media y cr(R ) su dea 
viación típica. Como se sabe una distribución normal está com 
pletamente determinada cuando se conocen sus dos primeros mo­
mentos, ya que la variable aleatoria tipificada:
7 .  HP - E1V
0-(Bp)
es la normal de media cero y desviación típica uno (N(0,1)) - 
que está tabulada y se puede encontrar en cualquier libro de 
estadística elemental.
En (2.2) vimos que existe la siguiente relación en­
tre el consumo del período 2 y el rendimiento de la cartera p:
c2 = (w.,-0.,) (14-Rp)
q.ue teniendo en cuenta (2.18) ee puede expresar de la siguien 
te forma:
o, = .(w.,-0.,) (14-E(Rp)4-r cr(Rp)) (2.19)
y la utilidad esperada de la elección del nivel de consumo c^  
y la inversión en la cartera p, será (32):
/ oO
üío^íw^op [l+E(R ) 4-r (r(Rp)J ) f(r) dr
— oO
(2.20)
donde f(r) es la función de densidad.de la variable aleatoria 
N(0,1) y, por lo tanto*igual para todas las carteras. En con-
secuencia, la utilidad esperada depende únicamente de: c^  ,
ta ante distintas decisiones de consumo-inversión, las evalúa 
rá de acuerdo con esos tres parámetros:
mientos de los títulos son normales, hemos llegado a que la 
utilidad esperada es una función de los dos primeros momentos 
además déL nivel de consumo corriente. Este resultado es simi 
lar al que se obtiene partiendo del supuesto de que la fun­
ción de utilidad es cuadrática, pero coincidimos con Pama y - 
Miller en que esta última aproximación es menos atractiva, me­
nos elegante (33).
mientras que por el contrario la utilidad esperada marginal - 
de la desviación típica es negativa. Esto es, que al incremen 
tar el rendimiento esperado, ceteris paribus, la utilidad es­
perada sube, ocurriendo lo contrario en el caso de la desvia­
ción típica. En definitiva, vamos a probar que.el inversor - 
"ama-1 el rendimiento: E(R ) y l,odiaM el riesgo: CT(R ).
Ir Jtr
la utilidad esperada marginal del rendimiento espe­
rado es: (ver (2.20))
E(Rp) y <r(Rp) > de modo que cuando un individuo se enfren-
E(U(ov c^)) = V (cv  É(Rp ), <T(Rp)) (2.21)
En resumen, mediante el supuesto de que los rendi
Nuestro próximo objetivo es demostrar que la utili 
dad esperada marginal del rendimiento esperado es positiva,
ya que la utilidad marginal del consumo (tanto del período 1 
como del periodo 2) es siempre .positiva, al igual que también 
es positiva la función de densidad de la ,N(0,1) sea cual sea 
el valor de r, por lo cual la integral de todos esos prodúc - 
tos positivos es positiva.
La utilidad esperada marginal de la desviación típi
ca es:
 J .. g------  = (w - 01) — ------- L _ 2 _ . r . f ( r ) . d r  < 0
3  ct(r ) J 3 o g
(2.23)
La justificación del por qué es negativa esta derivada par- - 
cial es más problemática, viéndonos obligados a utilizar un - 
procedimiento gráfico que analice cada uno de los componentes 
a integrar:
C>P (c-pOg) t.r t f(r )
3  °2
La utilidad marginal del consumo del período 2 es - 
siempre positiva, pero decreciente ya que hemos supuesto que 
el inversor tiene aversión al riesgo, con lo cual los sucesi­
vos incrementos en el consumo de cualquier período le propor­
cionen una utilidad cada vez menor. Como 02 es función direc­
ta de r (ver ecuación (2.19)), la utilidad marginal del consu 
mo del período 2 también será positiva y decreciente con res­
pecto a r. La función r es la bisectriz del primer cuadrante 
en los ejes (r,r) por lo que toma valores negativos a la iz­
quierda del punto r=0 • f(r) es la función de densidad de la 
N(0,1) y, por lo tanto, es simétrica con valores siempre posjL
Figura 2.2 (35)
tivos. E1 producto de las tres funciones anteriores (g(r) en 
da Figura 2,2), es una función que toma valores negativos - 
cuando r < 0  y positivos cuando r > 0  , pero con la particu 
laridad de que ’g(r) no es simétrica y la integral desde - 
-©o a 0 es negativa y, en valor absoluto, superior a la int£ 
gral desde 0 ao¿> , que es positiva, con lo cual la integral 
de g(r) desde - oo a <>o es siempre negativa (34)*
2.6» Análisis de las Curvas de Indiferencia cuando I03 
Hendimientos son normales '
Ahora vamos a demostrar que las curvas de indife - 
rencia son crecientes y cóncavas’en el plano (E,o~), apoyán­
donos en el supuesto de que los rendimientos de los títulos 
y, por lo tanto, los rendimientos de las carteras son norma­
les. Recordemos que una curva de indiferencia es el conjunto 
de pares (rendimiento esperado, desviación típica) (36) para 
los cuales el individuo alcanza la misma utilidad esperada.
La utilidad esperada ya vimos, en la ecuación (2. 
21), que era una función del consumo corriente del período y 
del rendimiento esperado y desviación típica de una cartera:
e (u(o1fo2 )) = u (o1t B(íy, <r(Rp))
Manteniendo constante la utilidad esperada del in­
versor y diferenciando en la expresión anterior:
o = — le., 4--a bír!) + — ^ —  a cr(gl)
a#! 1 3 E ( § p  p 3cr(Rp ) p
(2.24)
en donde de-, dE(R ) y d<r(R ) son cambios infinitesimales en
r r
las respectivas variables. Esta última ecuación nos permite - 
hallar la forma en que varían dos de las tres variables, man­
teniéndose invariante la tercera de ellas y sin modificarse -
el nivel de utilidad esperado. De este modo, si queremos ha­
llar la tasa marginal de sustitución entre el rendimiento es­
perado y la desviación típica, hacemos dc^ = 0  en (2.24) y 
despejamos dE(R ) / d cr(R ):
J r  J r
dE(R ) 5 ü / ^ c r ( R D)
------- E---- ----------------E _  >  o (2.25)
der (Rp) a u / S E ( ! ^ )
como la utilidad esperada marginal del rendimiento esperado - 
es positiva por (2.22), mientras que la utilidad esperada mar 
ginal de la desviación típica es negativa según (2.2 3), están 
do el cociente de ambas afectado de signo menos, la ecuación
(2.25) es positiva. Por tanto, la tasa marginal de sustitución 
o pendiente de una curva de indiferencia en el plano (E,cr) , 
es positiva, lo que equivale a decir que para que un inversor
con aversión al riesgo se muestre indiferente entre dos carte
ras de valores, una de las cuales es más arriesgada que la -
otra, debe a su vez la cartera más arriesgada tener una mayor
rentabilidad.
Visto ya que las curvas de indiferencia son crecien 
tes en el plano (E,cr), vamos a ver a continuación que son -
cóncavas en d icho  p la n o .  Sean (E ( íL j ) ,  CTÍH^))  y (E (R ^ ) ,
f— mi^
(7'(R2)) dos puntos (37) de una curva de indiferencia tal co­
mo lo muestra la Figura 2.3, y supongamos que el nivel de uti 
lidad esperado alcanzado en dicha curva de indiferencia es - 
V 1 (38):
E
cr
Figura 2.3
Nuestro propósito es demostrar como el segmento que 
une los puntos 1 y 2, que representa distintas combinaciones 
lineales de dichos puntos, cae por encima de la curva de indi, 
ferencia V^. Es decir, que la utilidad esperada de cualquier 
tercer punto:
E(R^) = x E(R.j) 4- (1-x) E(R^) ,
<T(R3) = x tr(R.,) + (1-x) CTÍr^) , 0 < x <1 (2.26)
es mayor que V^.
Como el punto 3 es una combinación lineal de los -
puntos 1 y 2 para un nivel de c^  constante, 'el consumo co- -
rriente del período 2 correspondiente al punto 3, también es 
una combinación lineal de los consumos corrientes del período 
2 correspondientes a los puntos 1 y 2 (39):
7 8
(2.27)
De (2.5)» para un o. fijo, la aversión al riesgo 
del inversor implicabas
U (c1 ,X02 4-(l-xjog) >  x ü  (o1 jCg) + (1-x) U(c.,,c!)
que teniendo en cuenta (2,27) se puede poner:
U(c.|,c^) >  x U(c1,0^) 4- (1-x) U(c1 .Cg) (2.28)
como f(r) es positiva para todo valor de r, al tomar esperan- 
zas en (2,28) el signo de la inecuación no cambia:
Por tanto, un punto que sea combinación lineal de - 
otros dos puntos cualesquiera de una curva de indiferencia —  
dada, corresponde a una curva de indiferencia situada más ha­
cia arriba y más hacia la izquierda de la curva de indiferen­
cia original, lo cual implica que las curvas de indiferencia 
son cóncavas o, lo que es lo mismo, que la tasa marginal de 
sustitución entre E(Rp) y cr(Rp) > o pendiente de una curva 
de indiferencia, crece al aumentar el riesgo o desviación tí­
pica.
E (ü(o1, c | ) ) >  x ídJÍc,,^)) 4- (1-x) E(ü(or o|))
y como por estar en la misma curva de indiferencias
E (0(^,0^)) = E (U(c1,02) = V1
llegamos a que
E (U(c.,,c!)) >  V1
2.7. La Eficiencia en un Mundo de dos Parámetro3
En la introducción de este capítulo, en la nota a - 
pie de página 6, dimos una definición de cartera eficiente' in 
tuitiva, de tipo gráfico, ya que en aquel momento carecíamos 
del conocimiento preciso sobre qué se entendía por rendimien­
to de un valor mobiliario y por rentabilidad y riesgo de una 
cartera de valores.
A estas alturas del capítulo, sin embargo, ya conta
mos con todos los útiles necesarios y vamos a tratar el tema
de la eficiencia de las carteras de valores de una manera más 
formalizada.
Markowitz, en su obra pionera sobre selección de car 
tera, dice: !,Para ser P una cartera eficiente debe cumplir - 
las tres condiciones siguientes:
1) P es una cartera legítima; •
2) Si cualquier cartera legítima tiene un rendimien 
to esperado mayor que la cartera P, debe también 
tener una varianza del rendimiento mayor.
3) Si cualquier cartera tiene una varianza del hen­
dimiento más pequeña que la cartera P, debe tam­
bién tener un rendimiento esperado menor.
Una cartera ineficiente cumple la primera condición 
pero falla en el cumplimiento de la segunda o tercera condi - 
ción. Una cattera que falla en el cumplimiento de la primera 
condición no es ni eficiente ni ineficiente, sino simplemente 
no legítima'* (40)»
Markowitz califica de legítima a aquella cartera en 
que los pesos o ponderaciones de los distintos títulos que la 
componen son positivos. Es decir, que en una cartera legítima 
las x^ de la fórmula (2.11) son todas positivas.
Nosotros, a lo largo de este trabajo no tendremos - 
en cuenta el cumplimiento de la primera condición de eficien­
cia de Markowitz para decir que una cartera es eficiente, ya 
que. el tratamiento matemático que emplearemos para hallar las 
carteras eficientes, y también la cartera óptima, requiere - 
que las x^ puedan ser indistintamente positivas o negativas.
Por tanto, en el contexto de nuestro trabajo, una 
cartera eficiente es aquélla que a la vez, 1) para un rendi­
miento esperado dado tiene la menor desviación típica (41), -
2) para una desviación típica dada tiene el mayor rendimiento 
posible. En consecuencia, dos carteras distintas son a la vez 
eficientes si una de ellas tiene mayor rendimiento esperado - 
pero también mayor desviación típica que la otra.
En(2.2l) hemos llegado a que la utilidad esperada - 
es una función del consumo corriente del período 1 del rendi­
miento esperado de la cartera en la que se invierte y de la 
desviación típica de la misma. Por otra parte, en (2.22) y - 
(2 .2 3) hemos demostrado que la utilidad esperada crece cuando 
se incrementa el rendimiento esperado de la cartera a elegir 
y decrece cuando sé incrementa la desviación típica de la mi£ 
ma. Esto* equivale a decir que un individuo, racional con aver­
sión al riesgo uamaM la rentabilidad y Modiau el riesgo, o lo 
que es lo mismo, que se guía por el criterio media-varianza -
explicado en el epígrafe primero de este tema.
Por-tanto, dados y CT (Rp) el inversor prefie-
%
re más rendimiento esperado a menos y, también, dados c-j y 
E(Rp)> el inversor prefiere menos desviación típica a más, o 
lo que es lo mismo, dado un nivel de consumo corriente c^, - 
el inversor invertirá el resto de su riqueza siempre en una 
cartera eficiente. Esta división de la riqueza entre c-j y - 
una cartera eficiente, es lo que Fama y Miller llaman "teore­
ma de la frontera eficiente" (42).
2.8. La Decisión Optima de Consumo-Inversión
Al hablar del teorema de la frontera eficiente, he­
mos visto cómo la decisión de consumo-inversión debía consis­
tir en la elección de un nivel de consumo c^  y una cartera 
eficiente p, aunque no. hemos calculado qué cantidad de dinero 
había que invertir en cada título de la cartera eficiente ni
qué nivel'concreto debía alcanzar el consumo c^.
»
Nosotros sabemos que el comportamiento racional del 
inversor le llevará a elegir aquellas c^  y h^p (i=1,2,... ,n) 
que maximicen su función de utilidad esperada, con la restrib 
ción de que el consumo e inversión del período 1 no sobrepa - 
sen la riqueza disponible por el inversor al inicio de dicho
período
Max E (U(c.j,c^))
(2.29)
sujeto a: c-j 4-
Teniendo en cuenta (2.19)-:
U(c.,,o^) = U (o1 .(w^ c ^ í  1 4- E(R^) +• r O "  (R^)))
y sustituyendo E(R ) y CT'(rI) por los valores hallados en
r
(2.12) y (2.13) y recordando la definición de x^s
n n n ^
Ufo^c^) = U (o1 ,li1 (1 + ^TxjEÍR^) + r" ^.xixj °ij) ))
i=1 • 1=1 j=1
n n n
U(Cl,c^) = ü (c1íJ h ip(1+E(Rl ))1.r CTi;j)*)
i=i i=i ¿rí
(2.30)
Debemos notar que c^  sigue una distribución ñor - 
mal ya que segdn (2.2) es una función de , que también es 
normal. Por tanto, tipificando la variable aleatoria c2 ,ten£ 
mos:
_  c2 - E(c2) 
cr(o^)
o equivalentemente:
^  = E(c^) 4- 'r' CT(c^) (2.31)
Teniendo presente los resultados (2.30) y (2.31) P£ 
demos ahora expresar (2.2 9) del siguiente mo’dos
f o<~>
Max E (U(c1 ,o^)) = ü(or  ]T h (11-E(R¡)) f
J — cO Í= 1
8'A
/
oO
U (c.^ E Í C ^ ) ^ ?  CT(c^)) f(r) dr 
n
su ¿2to aj c* 4• ZT *V 
1 i=1 ip = W 1
(2.32)
©m donde y h^p son las incógnitas del problema (43). Apli­
cando la técnica de los multiplicadores de lagrange, se tiene
L = E (U(cr c^)) 4- \ 1 (w1 - c1 - hip)
i=1
(2.33)
y derivando parcialmente con respecto a cada una de las incó¿ 
nitas y al multiplicador e igualando a cero, obtenemos - 
las condiciones necesarias para la existencia de un máximo:
S e  (u(Cl, c p )  v s Q
■ ■ ■ sa ■ ■— ' i"' 11 ■ i. — - •— ^ 1
C>0.
Si» _ S e  ( u í o ^ c g ) )  ^  = 0
ip 
S l
5 X
= W«| — c
ip
1 -  i » I P
i =  1
i— 1,2, •••, n
(2,34)
=  o
Si ahora pasamos aj segundo miembro, en las -
(n41) primeras ecuaciones, y despejamos w . , en la ecuación - 
(nJ-2 ) : ...
^ E  W o ^ c p )  _ \
^«1
3 E  U(er r2) _  .
i*~ 1,2, , n ? (2.35)
ip
n
El sistema de ecuaciones (2.35) consta de (n4*2) e- 
cuaciones con (n4-2) incógnitas, teniendo por lo tanto una so­
lución única y determinada, con lo cual hemos hallado una so­
lución puntual, única, al problema del inversor. Observando - 
el sistema de ecuaciones (2.35) vemos que la decisión óptima 
de consumo-inversión requiere que la utilidad esperada margi­
nal del consumo del período 1 y la utilidad esperada marginal 
de las inversiones en cada uno de los n títulos o valores mo­
biliarios sean iguale?, lo cual demuestra la interdependencia 
entre las decisiones de consumo y las decisiones de inversión 
que antes ya habíamos anticipado.
No obstante, conviene remarcar que para hallar los 
valores concretos de las variables c^  y h ^  en el sistema de 
ecuaciones (2.35), es necesario hacer explícito el tipo de - 
función matemática que se ajusta a la función de utilidad del 
inversor, lo cual, como vimos en el capítulo anterior, exige 
un largo y complejo proceso de encuestas. Además, también ca­
be esperar que la función de utilidad sea distinta para los 
diferentes inversores. Todo ésto deja claro el costo y la po­
ca operatividad de los resultados cuando se tiene en cuenta - 
explícitamente la función de utilidad del inversor y se in­
tenta hallar la cartera'óptima de un sólo paso.
8FÍ
2.9. Análisis de la Decisión Optima de Inversión
Para analizar más a fondo las consecuencias de la 
decisión óptima de inversión tomada y llegar a la relación - 
que existe entre el rendimiento y el riesgo de dos títulos - 
cualesquiera dentro de una cartera eficiente p, es necesario 
desarrollar más el resultado de la.derivada de la utilidad - 
esperada con respecto a las cantidades invertidas en los di­
versos títulos, En (2.35) hemos llegado a que para todos los 
títulos:
¿)E (U(c.,,c2)) v
--------— ¿  = A  (2.36)
2) hip
Concentrando ahora nuestra atención en el primer - 
miembro y desarrollando esa derivada:
r crO
3e(U(o1 .c^) ) í '^U(o1fc^) ¿t02
■. f(r) . dr
á hip J  7 ) 0 2 4 h lp
(3^0
(2.37)
De (2.31): c£) = E(c^Hr'críc^) y recordando que c^
es una función de h¿ps
d oí d E(c^) d cr(c^)
2 2 4- r  (2.38)
d h, d h. d h.ip ip ip
Según se desprende de (2.31) y (2.32): 
n
E(c^) = ?-,hiP (1 (2.39)
n n
cr(o2) = ■ ( £  ^ h ip h .p <ri ; j ) -  (2. 40)
1=1 j=i
8n
De modo que para hallar el valor del segundo miem­
bro de (2.38), debemos derivar (2.39) y (2.40) con respecto a 
^ip (44)» y tener en cuenta la expresión (2.14):
A  E(c^)
- = n  E(R.) (2.41)
d hipy n n
a cr(£>) 2 V ^ d ^ í d  cov (r ^.r I).1=1 ^  = .1=1 u = w >  v“i ,JV
a hip 2 <r(«r2 ) " hn <r(Rp) ‘ o-(Rp)
(2.42)
llevando (2.38), (2.41) y (2.42) a (2.37):
^ ( U í c .  ,c^)) ¡ ^U( c., c^) r ^  íeov(R^,Rn)- - - - i— =—  =  ¿_£_ H E ( R . ) l r   i_E_ f(r) dr =
^ i p  L .  ^  L ^  (V
TI 0^( ©i f Co ) i wvvxiiixww aw\«i>v¿/
14E(Rj )-----------f(r)dr4*l-------------------  r f(r) dr
A J ^  / —  f  -a \  f  \
oo (R ,Rp ) c)U(c-],pg)
— ítO
c>c2 cr(Rp) 3 (c2)
y, por último, teniendo en cuenta (2.22) y (2.23):
3EdJ(Cl,?2)) 
aE(U(Cl,%)) 3 E  (ff )
Jj 4- E(R¡)1
3 h ip w 1 - c1
<5E(U(c1,c2)) c o y  (R^.Rp)
5Cr(Rp) * CT (Rp)
(2.43)
W1 "  C1
Como X . en (2.36) es igual para todos los títulos; 
en particular para cualquier par de títulos i y j, se sigue - 
que:
5E(U(c1f£>)) ’2)E(ü(o1 ,c '2 ) )
a * lp 9  k-i
De donde teniendo en cuenta (2.43) se llega, a que:
2>E(U(Cl,cp)
3  cr(Rp) E(H^) - E(Rj
(2.44)
9E(ü(o1 ,f2 ))
a  E(RP)
c0y(R1>Rp) cov(Rj,Rp)
^ ( H p) ^(Rp)
El primer miembro de (2.44) es la pendiente de una 
curva de indiferencia en el punto correspondiente a la carte­
ra eficiente óptima (ver (2.25))> por lo que podemos escribir
deben ser tales que el cociente de las diferencias de sus ren 
tabilidades respecto a las diferencias de sus riesgos iguale 
a la pendiente de una curva de indiferencia en el punto -
**-/ I—r
(E(Bp), CT(R^)) correspondiente a la cartera óptima. Este re 
sultado conviene tenerlo presente y no olvidarlo, porque será 
el utilizado en el siguiente capítulo cuando se tenga que el£ 
gir la cartera óptima del inversor de entre las.distintas car 
teras que forman parte de la frontera eficiente.
9  B(g'p) 
a  cr(Rp )
E(Sp - E(Rp
(2.45)
covfÍL c o v^EL/h  ).
En resumen, en (2.45) hemos llegado a que las cantji 
dades de dinero invertidas en los títulos i y js y h ^ ,
NOTAS DEL CAPITULO II
(1) Esto no implica pérdida d© generalidad puesto que la in­
versión en títulos valores la consideraremos como una in 
versión en un activo arriesgado caracterizado por los pa 
rámetros rentabilidad-riesgo y de la misma forma puede - 
ser tratado cualquier proyecto de inversión en ámbientes 
de riesgo.
(2) MARKOV/ITZ, H.M.: “Portfolio Selection. Efficient DiversiL 
fication of Investments". John V&lley & Sons, Inc. New - 
York 1959, p. 3.
(3) Posteriormente se verá como actúa la diversificación efjl 
cíente de Markowitz en la reducción del riesgo sin menos» 
cabo en la rentabilidad.
(4) En el tercer epígrafe de este capítulo, se definirá la - 
forma rigurosa que se entiende por rendimiento y cómo se 
calcula el rendimiento esperado y la varianza del rendi­
miento de una cartera de valores.
(5) Markowitz considera que en una situación de riesgo, guiar 
se únicamente por el rendimiento esperado que proporciona 
una cartera de valores es inadecuado, ya que esta regla no 
obliga a la diversificación, sino todo lo contrario, se 
invierte únicamente en el título arriesgado que promete - 
un mayor rendimiento esperado. Y, en lugar del criterio -
• anterior, propone la regla de los "rendimientos esperados 
-varianza de los rendimientos”, o lo que es lo mismo el
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criterio media-varianza.
MARKOY/ITZ, H.M.: "Portfolio Selection". Journal of Finance 
marzo, 1952, p. 77-91*
(6) Más adelante se definirá de forma clara el concepto de - 
cartera eficiente. De momento basta decir que una cartera 
eficiente es aquella cartera posible que, para una varian
za dada, está situada lo más hacia arriba posible o que,
para un rendimiento esperado dado, está situada lo más - 
hacia la izquierda posible.
(7) Un especulador, con propensión al riesgo, seguramente en­
contrará más atractiva la cartera G, puesto que para él - 
las posibles ganancias por encima de la media incrementan 
su utilidad esperada en mayor medida que los decrementos 
de utilidad producidos por las ganancias por debajo de la 
media. Sin embargo, como ya advertimos en el capítulo I, 
no consideramos que éste sea el caso -que más se da en el 
mundo de I03 negocios y las finanzas.
(8) Sean dos carteras de valores caracterizadas por sus re¿ - 
pectivos pares rentabilidad-riesgo:
E(Ri) , Var(R'1)
E(R¿) , Var(Rp)
Por distinto par media-varianza se entiende:
E(R.,) ¿ E(R2) VaríSlj) ¿ Var(íh>)
ECRp  ^  E(R2) V a r d ^ ) ^  Var(^)
(9) En realidad, Sharpe lo que hace es recoger la sugerencia 
de Markowitz.
SHARPE, W.F.: "Teoría de Cartera y del Mercado de Capita­
les". Ediciones Deusto. Bilbao, 1976, p. 50-51.
MARKDWITZ,- H.M. (1959), op. cit.
(10) FAMA, E.F. y MILLER, M.H. s "The Tjheory of Finance". Holt. 
Rinehart and Winston, Inc. New York,1972, cap. VI.
(11) A efectos de simplificar el tema, supondremos que todos - 
los activos del individuo se reducen a los valores mobi­
liarios adquiridos en períodos anteriores de su vida.
(12) Aquí sí hemos utilizado el término utilidad en el sentido 
clásico de satisfacción psicológica.
(13) COATES, C.R.: "Investment Strategy". McGraw-Hill Book Com 
pany. New York, 1978, p. 515.
(14) Los precios de los bienes de consumo se suponen dados.
(15) Observar como esta definición es análoga a la de la nota 
a pie de página 23 del capitulo I, pero adaptada al caso 
de dos variables.
(16) Para ello vamos a seguir los pasos dados por;
PAMA, E.P.; "Foundations of Finance". Basil Blacwell, Ox­
ford, 1977, cap. 2.
(17) Como ya apuntamos en el capítulo I, con el fin de lograr 
una mayor claridad, usaremos las tildes para indicar que 
se trata de variables aleatorias. Cuando hagamos mención 
a un valor particular de la variable aleatoria, omitire­
mos la tilde. También por razones de comodidad, hablare­
mos indistintamente de rendimiento del título i ó rendi­
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miento por peseta invertida en el título i.
(18) La suma da las proporciones invertidas en cada uno de los
títulos como es natural debe ser igual a la unidad:
n
n n v, TI V»
T * , .  E i i E - . - i i i i L . - i 3 - .  ,
i=1 1 Í=1 h1 h-j ■ h-j ■
(19) Como los rendimientos de los títulos son variables aleato 
rias, el rendimiento de una cartera es a su vez una varia 
ble aleatoria al ser el rendimiento de la misma una suma 
de variables aleatorias.
(20) Más adelante veremos que si los rendimientos de los títu­
los siguen una función de distribución normal, entonces - 
no es necesario que la función de utilidad sea cuadrática 
para que únicamente se tengan en cuenta los dos primeros 
momentos.
(21) Recordemos que este resaltado fue obtenido en el epígrafe 
1.6 del capítulo anterior.
(22) Para referirnos a la covarianza del título i con el títu-
/V
lo j usaremos indistintamente . ó cov(R^,R^). Asimis­
mo, por conveniencias notacionales, para referirnos a la 
varianza en ocasiones utilizaremos cf (R^) =
(23) Ello sólo sería cierto en el caso de que los rendimientos 
de los títulos fuesen completamente independientes, con.
lo cual las covarianzas entre los distintos títulos se­
rían nulas y quedaría la varianza de la cartera como:
<r2<S> " ¿ 4  °-2<iri>
i=1
Al estudiar el Modelo de Mercado veremos como no cabe es­
perar que los rendimientos de los diversos títulos sean - 
independientes, ya que todas las empresas en alguna medi­
da están influidas por las condiciones de mercado; si hay 
orisis todas la sufren y si hay.auge todas se benefician, 
aunque claro está, puede haber excepciones aisladas de em 
presas con correlaciones nulas e incluso negativas con el 
mercado.
(24) Esta afirmación se verá con mayor claridad cuando hable­
mos de la diversificación ingenua. De momento es suficien 
te decir que si la cartera está compuesta por 40 títulos, 
por ejemplo, habrá 40 varianzas frente a 1560 covarianzas 
en la expresión (2.8).
(25) FAMA, E.F.s op. cit., p. 58.
(26) CovíR^/Rp) = c o v Í R ^ ’^ T x j R'j ) = ^x^cov(ST ,R^) = cT^
3=1 \ 3=1 3=1
(27) Más adelante veremos como cuando se supone que los rendi­
mientos de los títulos son normales, y con el fin detipi 
ficar las variables aleatorias de los distintos títulos, 
se emplea la desviación típica como medida del riesgo de 
una cartera. Mientras que al hablar de la frontera eficien 
te en el caso de n títulos arriesgados, y con el fin de 
evitar las raíces cuadradas que trae aparejado el trabajo 
con desviaciones típicas, se usa la varianza como medida 
del riesgo de una cartera.
(28) A partir de este epígrafe, y hasta el final del capítulo,
seguiremos los pasos dados por Fama y Miller:
FAMA, E.F. y MILLER, M.H., op. cit., p. 222-250.
. *
(29) Tobin'fue el primero en apuntar estas dos posibles alter­
nativas: que las funciones de utilidad son cuadráticas ó 
que los rendimientos de los títulos son normales, en las
cuales puede basarse el modelo de dos parámetros de sele^c
ción de cartera,
TOBIN, J.: "Liquidity Preference as Behavior towards Risk?‘ 
Review of Economic Studies, vol. 25, n2 1, febrero 1958,
p, 65-86,
(30) Pero hay que recalcar que tal como acabamos de decir, la 
aplicación del Teorema Central del Límite requiere que la 
varianza de los cambios de precios de los títulos exista 
y sea finita. Sin embargo, existe una fuerte evidencia em 
pírica en contra según se desprende de los trabajos de - 
distintos autores, entre los .cuales cabe citar a: 
MANLELBROT, B.: uIhe Variation of Certain Speculative Pri 
ces". Journal of Business, vol. 36, octubre 1963, p. 394- 
419.
PAMA, E.P.: ”The Behavior of Stock Market Prices”. Jour­
nal of Business, vol. 38, enero 1965, p. 34-105.
BLUME, M.E.: "Portfolio Theoryt' A Step toward its Practi- 
cal Application’1. Journal of Business, vol. 43, abril - 
1970, p. 152-173.
ROLL, R.: ”The Behavior of Interest Rates: The Applica­
tion of the Efficient Market Model to U.S. Treasury Bills" 
Basic Books, Inc., Publishers. New York, 1970.
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Según estos trabajos que acabamos de citar, parece ser - 
que los rendimientos de los. títulos se ajustan mejor a - 
una clase de funciones de distribución paretiano estables 
de las cuales la función de distribución normal es un ca- 
so particular*
Pues bien, Fama y Miller han demostrado que, aun en este 
caso, los principales resultados del modelo de dos paráme 
tros de selección de cartera (resultados que a lo largo - 
‘ de éste y el siguiente capítulo intentaremos deducir) se 
siguen cumpliendo; es decir, que la cartera óptima- viene 
dada por el punto de tangencia entre una curva de indife­
rencia cóncava y la frontera eficiente convexa. La única 
diferencia estriba en que la medida apropiada del riesgo, 
cuando se trata con funciones de distribución paretiano - 
estables, no es la desviación típica, sino una medida de 
dispersión del rendimiento más general.
FAMA, E.F. y MILLER, M.H., op. cit., p. 261-275.
(31) Ver la ecuación (2,11).
(32) La. función de distribución normal es una función continua 
y, por lo tanto, los clásicos sumatorios que aparecen en 
el valor esperado de las variables aleatorias discretas - 
son sustituidos por integrales a lo largo de todo el cam­
po real.
(33) FAMA, E.F. y MILLER, M.H. , op. cit., p. 259.
(34) Las ecuaciones (2.22) y (2 .23) son análogas a las obteni­
das en la nota a pie de página 38 del capítulo I.
(35) FJMA, E.F. y MILLER, M.H. , op. cit., p. 225
(36) Las varianzas deben cambiarse por desviaciones típicas 
si en vez de situarnos en el plano (E,V) lo hacemos en el 
plano (E,<r).
(37) Los puntos 1 y 2 pueden representar rendimientos y desvia 
ciones típicas tanto de carteras como de títulos indivi - 
duales.
(38) En la medida que la utilidad esperada en (2.21) depende 
de c-,, E(R ) y O" (EÍ ), una curva de indiferencia en el
* £r ir
plano (E, CT) solamente se puede dibujar cuando se ha fija 
do previamente un nivel en la variable c^. De este modo, 
diferentes niveles de la variable c-j ,■ darán lugar a dife­
rentes curvas de indiferencia, con lo cual los mapas de 
curvas de indiferencia se modifican al cambiar c^,
(39) c^ debe ser igual a (w^-c-j) (14*E(R^) + rcL(R^). Veamos -
si efectivamente llegamos a dicho resultado suponiendo -
3 1 2que C2 = xc2 + (1—x ) Cg. Dos consumos corrientes del pe­
ríodo 2 correspondientes a los puntos 1 y 2, para un c^  - 
fijo, son:
si ahora sustituimos las dos expresiones anteriores en:
3 1 2
= XC2 4- (1-x)c2
llegamos a que:
°2 = (W 1“C1^
como queríamos demostrar
(40) MARKOWITZ, H.M. (1959), op. cit., p. 140.
(41) Conviene dejar claro que una cartera eficiente en el pía-
p
no (E,'cr) es también eficiente en el plano (E,CT ), y vi­
ceversa, ya que entre ambos planos la única diferencia es 
tá en la escala del eje de abscisas. Por lo que tal como 
indica Sharpe: "Indistintamente se pueden usar ambos cri­
terios; el resultado ha de ser el mismo".
SHARPE, W.F., op. cit., p. 77.
(42) PAMA y MILLER, op. cit., p. 226.
(43) Para aplicar la técnica de los multiplicadores de Lagran-
ge hay que hacer supuestos adicionales respecto a
y es que en tanto y cuanto esas variables pueden tomar - 
cualquier valor del campo de los números reales, c1 y h.I ir
pueden tomar valores1 negativos y los bienes de consumo y 
los títulos deben ser perfectamente divisibles. Volvere - 
mos más adelante a tratar esta cuestión.
(44) A la hora de derivar hay que tener en cuenta que
CAPITULO III 
IA FRONTERA EFICIENTE
3.1. Introducción
En este capítulo nos ocuparemos de la segunda fase, 
de las tres propuestas por Sharpe (1), para tratar el tema de 
la selección de cartera, tal como anteriormente habíamos anun 
ciado. Esta segunda fase es eminentemente técnica y consiste 
en el cálculo de la frontera eficiente a partir de las estima 
ciones: E(R^), cr^(R¿)> cov(R^,R^) de los distintos títulos.
En el capítulo anterior llegamos a obtener cual es 
la cartera óptima de un inversor individual mediante un sólo 
paso, de forma directa. Sin embargo, vimos que para ello era 
necesario hacer explícito el tipo de función de utilidad que 
se ajustaba a las preferencias del inversor que estábamos to­
mando en consideración. Por lo que los resultados eran poco - 
operativos, ya que si posteriormente intentábamos hallar la - 
cartera óptima de otro inversor, probablemente nada de lo h£ 
oho hasta ese momento serviría para nada, puesto que los gus­
tos y preferencias de este último inversor podrían ser comple 
tamente distintos a los del primero.
Un camino para evitar la complejidad y poca operat¿ 
vidad del sistema anterior, y llegar a los mismos resultados, 
consiste en partir de las estimaciones sobre los rendimientos 
esperados y la matriz de varianzas-covarianzas de los rendj. - 
mientos de todos los títulos candidatos a formar parte de una
cartera de valores, y no fijar la atención en el conjunto de 
todas las carteras posibles, sino'únicamente en el subconjun­
to formado por las carteras eficientes ya que, como vimos en 
el capítulo anterior, todo inversor racional reparte su rique 
za entre un cierto nivel de consumo: c^  y una cartera eficien 
te*
Por lo tanto, en lo que sigue, nos preocuparemos de 
encontrar el subconjunto de las carteras eficientes o fronte­
ra eficiente de un individuo haciendo abstracción de cuáles - 
son sus preferencias: 1) Respecto al binomio rentabilidad- 
riesgo, y 2) Respecto al consumo presente frente al consumo - 
futuro o, lo que es lo mismo, respecto al valor de c-j.
Una vez tengamos la frontera eficiente dibujada en 
el plano (E,cr) (q.ue, como se demostrará más adelante, es una 
curva convexa (2)), añadiremos las curvas de indiferencia (3) 
que son crecientes y cóncavas para el inversor con aversión - 
al riesgo, con lo que se tendrá que ahora el problema del in­
versor consistirá en la elección de aquella cartera eficiente 
situada lo más hacia arriba y lo más hacia la izquierda posi­
ble, Es decir, que la 'cartera óptima se hallará en el punto 
de tangencia entre la frontera eficiente y una curva de indi­
ferencia, tal como las expresiones (2.45) y (3.59) lo demues­
tran y en la Figura 3.1. se dibuja.
Si volvemos un poco la vista atrás, nos daremos — 
cuenta que ahora el problema de la selección de la cartera ójd 
tima lo hemos dividido en tres pasos tal como la hace Suarez
(4): 1) Determinación de la frontera eficiente, 2) Determina-
1 0 (■
■TftCmtPA
Figura 3.1
ción de las curvas de indiferencia, 3) Determinación de la - 
cartera óptima (5). Esto aunque a primera vista puede consi­
derarse como un paso atrás, al perder la interdependencia de 
las decisiones de consumo y de inversión, nos va a proporcio 
nar resultados enormemente útiles al poder concentrar núes - 
tra atención en la frontera eficiente de un inversor indivi­
dual, haciendo abstracción de su función de utilidad. En to­
do caso, dejar de lado la interdependencia de las decisiones 
de consumo y de inversión, si tenemos en cuenta que una dec¿ 
sión óptima de consumo-inversión siempre implica la elección 
de un nivel de consumo c^  y una cartera eficiente, también - 
resulta válido.
Hay muchas formas de abordar el cálculo de la fron 
tera eficiente. Da mayoría de los autores especializados en 
el tema suelen hacer un tratamiento gráfico^"d7éDpoTlütuiti
j p *  -
* BIBLIOTECA
vo , estudiando el caso de una cartera compuesta por dos títu­
los y generalizando, luego, los resultados para el caso de n 
activos. Sin embargo, nosotros nos hemos inclinado por un tra 
tamiento estrictamente analítico, evitando todo lo posible te 
ner que recurrir a argumentos y razonamientos de tipo gráfico.
3»2. Generación de la Frontera Eficiente
Dado el conjunto de carteras posibles expresado me- 
diante distintos puntos en el plano (E,<r ), en un mundo de - 
dos parámetros, ya vimos que al inversor racional le interesa 
concentrar su atención en el subconjunto formado por las car­
teras eficientes. Esto es, el inversor debe buscar aquellas - 
carteras que a la vez tienen el mínimo riesgo para una renta­
bilidad dada y la máxima rentabilidad para un riesgo dado.
Para generar la frontera eficiente vamos a proceder 
de la siguiente forma.; La ecuación de una recta en los ejes - 
(cr2 » E) es: -
Cr2 (Rp) = <* + \  E(ÍTp) • (3.1)
donde o< es la ordenada en el origen y X  es la pendiente de
la misma.
Si fijamos \  y hacemos variar 9 obtendremos • un
conjunto de rectas paralelas. De modo que para hallar la -
Figura 3.2
cartera eficiente correspondiente a un \  dado, debemos bus­
car aquella recta, perteneciente a este último conjunto, si­
tuada lo más hacia la izquierda posible sin perder el contac­
to con el conjunto de las carteras posibles (6); es decir, de 
bemos minimizar <x respetando la restricción de que la suma 
de las ponderaciones con que intervienen los distintos títu - 
los sea igual a la unidad. La solución de este mínimo condi - 
cionado nos proporcionará la cartera eficiente correspondien­
te al X dado (7):
Min c* = <r2(£p) - ^  E(Rp)
n
sujeto a s  21 xi = 1 (3.2)
i =  1
Si suponemos que las carteras están compuestas por 
n títulos arriesgados, sus correspondientes medias y varian­
zas por (2.12) y (2.13) son:
0 1
n
E (Rp = >_ xi E(R.)
i=1
2 ^  
cr
n n
r  y
i=1 ;¡=1
(v  = y  y w i jcr4
(3.3)
(3.4)
con lo cual el problema queda planteado definitivamente en 
los siguientes términos:
m n  *  = y  i xix j °ij - ^ y xi e (v
i=1 j=1 i=1
sujeto a : y  = 1
i=1
(3.5)
Supongamos que hacemos variar X  progresivamente - 
desde cero hasta infinito, para un constante. Haciendo ésto, 
obtendríamos un haz de rectas tal como el dibujado en la Figura 
3.3.
Figura 3.3
Si ahora al mismo tiempo que hacemos variar X de 
cero a infinito, resolvemos simultáneamente el problema plan­
teado en (3.5)» generaremos la frontera eficiente tal como se 
observa en la figura siguiente:
10 ¿
Figura 3.4
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Por tanto, al variar \  se obtienen, luego de resol­
ver (3.5), distintas carteras eficientes. A medida que \  cre­
ce se obtienen carteras eficientes correspondientes a un ma­
yor nivel de riesgo. Y a la inversa, cuando \  decrece, me­
diante (3.5) se obtienen las carteras eficientes correspon- - 
dientes a niveles de riesgo más bajos (8). De la definición - 
de cartera eficiente, se desprende que X no puede tomar valo 
res negativos, ya que en ese caso estariamos hallando la carte 
ra de mínima varianza para un X dado, pero esa cartera de mí 
nima varianza no sería eficiente, puesto que para ese nivel 
de riesgo existiría una cartera con mayor rendimiento espera­
do tal como se observa en la figura 3.4. (9).
El problema tal como está planteado en (3.5) requie 
re para su resolución la aplicación de la programación cuadré 
tica paramétrica, donde X es el parámetro de la solución.
Los algoritmos que nos dan la solución del problema caen fue 
ra del ámbito de este trabajo y nos desvían de los objetivos 
que perseguimos (10), por lo que vamos a resolver (3.5) apli­
cando la técnica de los multiplicadores de Lagrange; para 
ello es necesario hacer antes los siguientes supuestos adicio 
nales: 1) que los títulos arriesgados son completamente divi­
sibles; 2) que las x^ resultantes de aplicar los máximos y mí 
nimos condicionados de Lagrange pueden tomar cualquier valor 
dentro del campo de los números reales. Asimismo, también es 
necesario suponer que la matriz de varianzas-covarianzas es - 
no singular con el fin de que el sistema resultante de las - 
condiciones de primer orden de la minimización tenga una solu 
ci<5n única y determinada.
Valores de x^ negativos implican posiciones a corto 
o ventas al -descubierto en el título i. Mientras que valores 
positivos en los x^ suponen una posición a largo. En una pos¿ 
ción a corto un inversor pide prestados los títulos a otra - 
persona, comprometiéndose en un plazo determinado a la devolu 
ción de los títulos y de todos los dividendos percibidos. 
Cdando el prestatario recibe los títulos inmediatamente los - 
vende en Eolsa y opera con el dinero que obtiene, y, cuando - 
el plazo está próximo a cumplirse, rescata los títulos en Bol 
sa, devolviéndolos con sus correspondientes dividendos al - 
prestamista. Cuando no se habla de acciones o títulos arries­
gados, sino de activos sin riesgo, lo normal no es hablar de 
posiciones a largo y a corto, sino de prestar y pedir presta­
do. En muchas Bolsas las ventas al descubierto no están perini 
tidas y la legislación referente a los Pondos de Inversión - 
suele prohibir que estos tengan posiciones a corto en sus ac­
tivos financieros (11).
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Para nuestros propósitos, el permitir que las x^ to> 
men valores negativos no supone ninguna merma, ya que cuando 
posteriormente introduzcamos la posibilidad de prestar y pe­
dir prestado libremente a la tasa pura de interés, veremos - 
que las x^ de la solución correspondiente a los títulos arries 
gados siempre serán positivas.
Volviendo a (3.5) y aplicando la técnica de los muí 
tiplicadores de Lagrange, tendremos que el inversor deberá:
Min Z = Z x ix jCr"ij ~ ^  k ^ Z I xi “ ^3#6^
i=1 3=1 i=1 i=1
para todo \  ^  0.
las condiciones necesarias se obtienen al derivar - 
parcialmente Z con respecto a las x^ y al multiplicador de La 
grange k (12):
B z
3Z
= 2x1 cr^ 4- 2x2 °~j2 ■* • • • * 2xn ^in" E(R1) - k = On 1n
dZ
= 2x1 cr21 4-2x2 cr22 4- ... 4* 2xfl CT^n - E(B2 ) - k  = O
= 2x1 CT 4- 2x0 <T~ 4- ... 4- 2x„(T" - E(Rn) - k = O1 ni ¿ n¿ n nn n
n
7>Z
3 k 1 4- x2 4- ... 4- ■ x - 1 = O
>(3.7)
Este sistema de (n4-1) ecuaciones con (n4-l) incógni­
tas: x^ (i=1,2,...,n) y k, se puede expresar matricialmente - 
del siguiente modo (13):
10 v
s
K^K
-
Y n V
» \ 4 \ E(s1
* ii ti
<r*e, •- - ‘ CTv.Ví
•
Xv»
A
* %lr * * * v<w J
A
ii
— 4 = 0
i
i
Llamando: - V, a la matriz de varianzas
- <JÁ«
Y — — - <r*»
—
- k - O
S»
X, al vector columna de las x^s
X -
*1
\
- X*, al transpuesto de X:
» ]
X* = I x.j x2 ... x
E, al vector columna de los rendimientos espera­
dos:
E-íSp
E = E(E>)
k \ )
[ 1n]’ al vector columna formado por n unos: 
! > ]  ■
Podemos expresar (3.6) de la siguiente forma más reducida:
Min Z =  X* V X  - \ X ' E  - k(X' T i l -  1) (3.9)
* - * - * 
y a las condiciones necesarias (3.8):
-&J.- = 2 V X - \ E - k  fl 1 = O (3.10)
D X  L J
[ln ] -  1 = O (3.11)
3.3. Las x^ como Punciones Lineales de \  •
Tomando las n primeras ecuaciones del sistema de
ecuaciones (3.10), para despejar el vector de las n primeras
incógnitas del problema, esto es,' el vector columna X:
V X  = i ( \ e  4- k [ij) (3.12)
Premultiplicando ambos miembros por V" (la inversa de la ma­
triz de varianzas-covarianzas) y dado que la matriz V es no - 
singular, obtenemos:
X  = V-1 i ( \e i- k [ln]) (3.13)
Por otra parte, de la última ecuación (3.11) del - 
sistema de ecuaciones de las condiciones de primer orden y te 
niendo en cuenta que el valor del vector columna X, hallado - 
en la expresión anterior (3.13), lo debemos transponer previa
1 O 9
mente para llevarlo a dicha ecuación, tenemos que (14):
%
* (Ab* 4- k |jlj') V 1 |j 1 = 1 (3.14)
o lo que es lo mismo:
\ e -V"1 [iq] + k p n] ' r 1 [ln-] = 2 (3.15)
En donde:
1) E fV~^ |lnJ es un número que vamos a denotar por la letra - 
minúscula b (15). Como el transpuesto de un nú-
r  ~  « . i
mero es el mismo número: P q I'V E también es
igual a b,
^  [1n}*^""^[^n] es °"fcro número que vamos a describirlo con la 
letra minúscula c. Por tanto:
b = E'V-1 [ln] = [ln]'V"1E (3.16)
° =  [1n]'v" 1 [1n] {3; 17)
Llevando (3.16) y (3.17) a (3.15):
X b 4- kc = 2 (3 .18)
y despejando el multiplicador de Lagrange k:
k = (3.19)
O
con lo cual k se queda en función del X supuesto, ya que b y 
c son datos del problema al depender únicamente, del vector co­
lumna de los rendimientos esperados y de la matriz de varian­
za s-co varianzas de los títulos.
11 n
Volviendo a (3.13), vemos que el vector columna de 
las proporciones a invertir en cada título es función de X 
y k, y como acabamos de ver que k es función de X , por lo - 
que se puede poner X en función de \ únicamente:
i ■ ir1 i (Xsn[iJ) - V 1 i (Xe* (2-Xb)[,n]) _
■ V-’ (iXE»l[,J .
■ -v-' < i [ ’J  * X < T - £ [ ' » ] > > -
= V-1  {—  pl "l 4- \  (■ r- °  - bI V l  y¡ ( 3 .2 0 )
c L nj 2 c
Observando (3.20) vemos como cada x^ del vector co­
lumna X puede escribirse como:
x± = af 4- b^X (3.21)
en donde a^ y b^ sólo dependen en última, instancia de E y de 
V. Por lo tanto, hemos logrado expresar las x^ como funciones 
lineales del X supuesto inicialmente. Pe este modo, una vez 
que se hallan los a^ y b^ de todos los títulos, se dan distin 
tos valores a \  entre cero e infinito y se obtienen tantos - 
puntos de la frontera eficiente como se deseen sustituyendo - 
los X encontrados en (3.20) en las expresiones del rendimien­
to esperado y de la varianza de la cartera:
E(Rp) = X'E (3.22)
<^(Rp) = X'VX (3.23)
111
'He3.4. Las x^ como Funciones Lineales de e" .
>A continuación vamos a obtener otra expresión alter 
nativa del valor de las x^ como funciones lineales de un va­
lor dado en el rendimiento esperado ( e* ) (16),
Para generar la frontera eficiente existen distin - 
tos procedimientos, todos ellos igualmente válidos. En el epí^  
grafe 3*2 de este capítulo, la frontera eficiente se obtenía 
al resolver (3.5) para valores de X  comprendidos entre cero 
e infinito. Ahora bien, teniendo en cuenta la primera condi - 
ción que hemos dado para que una cartera sea eficiente, es de
cir, que dicha cartera debe tener la mínima varianza para un
rendimiento esperado dado (e*), se puede entonces generar la 
frontera eficiente resolviendo el siguiente problema para dis 
tintos valores posibles de (17).
n n
V j  ~ i j
i=1 3=1
n rV ^
condicionado a: ^x^EÍR^) = e = cte.
i= 1
n (3*24)
r . , - 1
i=1 x
donde e es un valor fijado de antemano del rendimiento es­
perado de la cartera.
Más adelante, demostraremos que la frontera eficieji 
te en los ejes (E,cr2 ) ©3 una parábola, de modo que la resolu 
ción de (3.2 4) nos proporciona la cartera de mínima varianza
mpara un rendimiento esperado dado; pero esta cartera de míni­
ma varianza no será siempre necesariamente eficiente, ya que 
para que una cartera sea eficiente no sólo debe cumplir la - 
primera condición en que se basa el planteamiento del proble­
ma (3.24), sino también la segunda condición, es decir, que 
la cartera debe tener el máximo rendimiento esperado para una 
varianza dada.
no es reducir la dispersión per se, sino obtener la mejor com 
binación del valor esperado del rendimiento y la desviación - 
típica*' (18). De modo que una cartera (por ejemplo la c de la 
figura 3.5) situada sobre la parábola, pero por debajo de la 
cartera b, no es eficiente puesto que para su nivel de riesgo 
existe una cartera a que tiene un rendimiento esperado mayor. 
El mérito de la diversificación de Markowitz, tal como se ob­
serva en la figura 3.5» es que logra un menor riesgo sin sa - 
orificar la rentabilidad (19).
Figura 3.5
Por tanto, "el objetivo de la diversificación
Aplicando la técnica de los multiplicadores de La-
grange (3.24) queda como sigues
n n  \ t i  % n
Min Z' = '¿T ^  xix j i j ” ( 5"  xi-®(%) “ 6 ) - M p r 1)
1=1 j=1 ’ i=1 1=1
(3.25)
o lo que es lo mismo, expresado en forma matricial:
Min Z' = X'VX - X  (X'E- e* ) - k (X1 jjl - 1) (3.26)
la condición necesaria para la existencia de mínimo
se obtiene derivando (3.26) con respecto a X, X  y k, esto -
es:
= 2 VX - X e  - k j j j  = O (3.27)
= X'E - e* = O (3 .2 8)
O A
-  = X' ñ ]  - 1 = O (3.29)c)Z
c)k
Despejando X en la expresión (3.27), se obtiene de
nuevo:
X = \  V" 1 ( X e 4- k [ln] ) (3.30)
y sustituyendo este valor de X en (3.28):
X'E = e*
-5- (Xe' 4- k [ln]') V"1 E = e*
\e'V_1E 4- k (jl' V“ 1E =  2e* (3.31)
Al igual que en el epígrafe, anterior, llamamos b al 
escalar j^ nJ 1 E. Y si observamos (3.31)> veremos que -
11 L
-1E1 V E es también un número que denotamos por a:
a = E' V-1 E (3.32)
. V
*
De modo que (3.31) se puede expresar de la siguien-
te manera:
Xa 4- kb = 2e*
que junto con:
\b 4- k 0 = 2
(3.33)
(3.34)
que obtendríamos, al igual que en (3.18)» al llevar el valor 
de X a (3*29)» forma un sistema de dos ecuaciones con dos in­
cógnitas: \  y k, que expresado matricialmente queda:
(3.35)
a b V 2 e*
b g k 2
Para resolverlo aplicamos Cramer:
\
k =
2e* b
a
b
a
b
a
b
b
o
2e
2
■*|
b
c
2e* o - 2b 
ac - b2
2a - 2e* b 
ac - b^
En consecuencia, tanto \  como k se pueden obte-
ik
ner de esas sencillas operaciones con los datos: a, b, c, e .
> (3.36)
U r >
Las x^ de (3.30) están expresadas en función de \  
y k, así que si tenemos en cuenta sus valores calculados en
(3.36), obtenemos (20):
x = y " 1 4- ( X e 4- k[ln])
V _ ir-1 1 { 2e* C ~ 2b -o . 2a-2e*b fi ~)N
X “ V T  ----------72  E *  Z? [ n j 'ac - b ac - b ■ J
-1 * , * ,r - 1 / e  c - b  ^ , a - e bx  = v"*1 (-^— E 4- -a ~ 9 fl 1)
o r*   o r»   L UJac - b ac - b
X = l T 1 (0* (— . ¡ 4 - e ----- *4 - ¡^  ] ) _ ( _ J ^  E  S_^[iJ))
ftfi-h A o — h  *" -* Art— h  fln-h t J
(3.37)
Si observamos (3.37)» nos daremos cuenta que cada x^ 
del vector columna X es de la forma:
xi = 04 i + (3.38)
Es decir, que las x^ quedan expresadas como funciones lineales 
de e (e era el rendimiento esperado para el que queríamos 
encontrar la cartera eficiente correspondiente). Así, para dis 
■ tintos valores de e , aplicando (3.37) iremos encontrando - 
los distintos X con las cuales poder calcular las varianzas - 
de las carteras eficientes correspondientes:
2 .n , 
P‘
O- (Rj = X' V X  (3.39)
11«
3.3» Ecuación y Pendiente de la Frontera Eficiente (41)
A continuación vamos a deducir, en primer lugar, la 
ecuación de la frontera eficiente comprobando que es una cur-
p
va convexa tanto en los ejes (E,<r )ycomo si nos situamos en 
los ejes (E,cr). Para demostrarlo, es necesario poner la va­
rianza, o la desviación típica, de una cartera eficiente en - 
función del rendimiento esperado de dicha cartera.
La varianza de una cartera en general es:
cr2 CRp) = Y  Y . x íx i ^ ± j  = x ' v-x  (3.40)
i— 1 3=1
y la varianza de una cartera eficiente se obtiene al sustituir 
el vector columna X por los valores de las correspondientes 
a la solución óptima. Es decir, al sustituir X por el valor - 
encontrado en (3.30):
CT2(Rp) = X'VX = 1 ( Xe' +k[ln] ’) V“ 1 V V ~ 1 1 ( W k [ l n]) =
= 7 \ 2 E' V-1 E + - \ k  E' V“ 1 fl_*]4- 
4 4 L nj
* T  X k  [1nJ V “ 1 e  + J k2 [1n]' V^ 1 [1n] 
y teniendo en cuenta (3.16), (3.17) y (3.32):
<T2(*0 = 7 a +  7 ^ kb + - Xkb 4- ~  k2 c = |( \2a4- 2\kb 4- k2c)V P 4  4 4 4 4
(3.42)
Sustituyendo los valores de X y k, hallados en -
(3.36), en la expresión de la varianza última:
haciendo operaciones:
(ac-b2) Cr2 (Rp) = £ ac2e*2 - 2 abe e* 4- ab2 4-
4- 2 abe e* - 2b2c e*2 - 2 ab2 4- 2b3 e* 4- 
4- a2c - 2 abe e* 4 b2 o e*J /(ac - b2)
simplificando,
p p ^  c(ac - b2) e*2 - 2b (ac - b2) e* $ a (ac-b2 )
(ac - b ) cr (R ) = ----------------------- *--------------------
p ac - b
se obtiene por ditimo:
(ao - b2) o^(R ) = o e*2 - 2b e* 4- a . (3.43)
Ir
Reoordemos que e * eran los distintos valores que 
íbamos suponiendo tomaba E(Rp) y para los cuales hallábamos - 
las correspondientes carteras eficientes, por lo que podemos 
poner (3.43) del siguiente modo:
o? (Rp) = [o (E(Rp))2 - 2bE(Rp) 4- al /  (ao-b2 )
(3.44)
que constituye la ecuación de una parábola con el eje horizon 
tal en el plano (22) (cr >E) con un punto de mínimo relativo 
dnico, estrictamente cóncava hacia el eje de ordenadas y de 
la que dnicamente la parte con trazo más grueso constituye la 
frontera eficiente (23):
l i s
do-2 (Rl) 2 oE(R_) - 2 b
 — f-—  = ------- *—75-----  = O, de donde
d E(R ) ac - b
E(Rp) o (3.45)
2 2 / ^  x
d 0" (R_) 2 c
fr = ---- — 2“  >  0 (24) (3.46)
d E(R )2 ao - b
sr
(En la figura 3.6 30 ha dibujado la correspondien- 
te parábola con un mínimo relativo en el punto: E(Rp) = b/c).
La misma ecuación (3.44) en los ejes ( ^ ,E) consti­
tuye una hipérbola con centro en el eje de abscisas a la altu 
ra de E(Rp)_= b/c:
. I c (E (^)) - 2 b E(R ) 4 a
CT(R ) - \  E- B-----  (3.47)
p Ví a c - b
con un punto de mínimo relativo único y estrictamente cónca-
, . r v
va. Por supuesto que la rama en que Cr(Rp) es negativa no - 
tiene significado económico y, de la rama en que cr" (R^) es 
positiva, únicamente es válida la parte de la frontera efi - 
ciente en que \  ^,0, tal como se observa en las figuras - 
3.8 y 3.9:
da'(SL) c E(S1) - b
-*3—  = ------ S-----— —  = O , de donde
d E(ífp) (ao-b¿) CT(Rp)
rs/
E (R ) = -S- . (3.48)
P c
d2 <r(Rj 1
. = — — — k— — -y-— —  O (3.49)
E(í^)2 (ao- b ) 0 “3(Hp)
\Figura 3.6
#*
\ VV
N.
Figura 3.7
12'*
Por tanto, hemoa llegado a que la frontera eficien- 
2
te en loa ejes (<r *E) ó ( tf^E) ea cóncava hacia el eje 
de ordenadas o, lo que es lo mismo, convexa cuando se inter -
p
cambian loa ejes, es decir, en los planos (E,<T ) ó (.E,^),
Figura 3.8
4 «> *
1 ¿
Nuestro próximo objetivo es hallar la pendiente de
p
la frontera eficiente en el plano (E, cr ) y en el plano - 
(E,cr). Diferenciando en (3.44) y considerando a la varianza 
como una de las variables, es decir, situándonos en el plano 
(E,0-2):
, <*•/ ,/N/
o ~  2 cE(R ) . dE(R ) - 2b . dE(R )
d o- (í*) = ■■11 * --------
2/~  2 c B ( R _ ) - 2 b
do- (R ) = ---------- -----  a E(R_) (3.50)
p a c - b  p
como de (3.36):
v 2 c E ( R J  - 2b\=    (3.51)
ac - bd
entonces:
dcr (R ) \ a E(R ) 1
 — rf—  = A 6, también, ---- » w  , = T - (3.52)
d E(Rp ) do^ (Rp) X.
Por lo que la pendiente de la frontera eficiente en 
un punto de la misma (en una cartera eficiente en particular) 
es el reciproco del multiplicador de Lagrange \  de esa carte 
ra (25).
Para encontrar la pendiente de la tangente a la fron 
tera eficiente, pero situándonos en los ejes (E,^), debemos - 
diferenciar en (3.44), observando que ahora la variable del - 
eje de abscisas es CT (R^):
2<r(R ) . dcr(R ) = ( - 2 c:E(V  Z  -2L ) d E (r1 )  (3 .5 3 )
* P a c - b
y por (3. 36):
aor(Kp) \
ó, también:
d E(Rp) 2cT(Jlp)
d E(R ) 2C"(S1)
■ £ _  =  _ J E _  (3 .5 4 )
ao-íRp) X
3,6, Relación entre la Rentabilidad y el .Riesgo de los 
Títulos de una Cartera Eficiente
En el capítulo anterior vimos que las medidas ade - 
cuadas de la rentabilidad y del riesgo de una cartera, si nos 
situamos en el plano (E,^)» eran E(r 1) y CT(R ) respectiva- 
mente. Asimismo, en dicho plano, la rentabilidad y el riesgo 
de un titulo que formaba parte de una cartera venían dados -
y -por E(R^) y cov(R^,Rl)/<rCR_)
Al hablar de la ecuación de la frontera eficiente, 
hemos comprobado que la relación que existe entre E(R^) y 
CY  (Rp) en las carteras eficientes es la curva convexa dada 
por (3.47).
En este epigrafe estamos interesados en hallar la - 
relación que existe entre la rentabilidad y el riesgo de los 
valores que componen una cartera eficiente (26). Es decir, la 
relación que se produce entre E(S^) y cov(R^,§l)/o'(Si),
Antes de entrar en el desarrollo de dicha relación, 
conviene recordar que, de acuerdo con la nota (26) del capítu 
lo II, se deduce. que:
O . 
r) cr (^ ) n
  2 Z í‘j'ri3 ■
, isj oJ
c) 3C.
(3.55)
3=1
Por lo que las n primeras ecuaciones del sistema 
(3.7) se pueden expresar del siguiente modo:
2 covÍRpR_) - A  E(R^) - k = 0 (3.56)
Particularizando (3.56) para los títulos i y j:
2 oov(RifR ) - X  E(R^) - k = 0
2 cov(R,,íO - X e (R,) - k = 0
(3.57)
Despejando k en ambas ecuaciones y operando:
B(S^) E(Ri)
COVÍRiX) - OOT(SjX)
2
X (3.58)
De (3.54) y llamando Sp a la pendiente de la fronte 
ra eficiente en los ejes (E,^):
2
X
d E(Rp) 
d <T(Rp)
c^(Rp) tr(Rp)
por lo q.ue ahora podemos poner (3.58) del siguiente modo (2 7):
E(Rt) - E(Rj) 
00Y(fij,Rp)oov(Rj,'Rp) 
r ( R p ) 0"(Rp )
= S. (3.59)
Si tenemos en cuenta que las medidas apropiadas de 
la rentabilidad y del riesgo de los títulos qye componen una 
cartera en los eje3 (E,cr'), como acabamos de recordar, son 
E(h )^ y cov(R^jHpJ/cr'CRp) , entonces se comprenderá que (3*59) 
expresa cual es la relación que existe entre la pendiente a 
la frontera eficiente en un punto y el rendimiento y el ries­
go de cualquier par de títulos que integren la cartera efi­
ciente definida por ese punto.
Para profundizar en la relación que existe entre - 
el riesgo y el rendimiento de los títulos que integran una 
cartera eficiente es conveniente expresar (3.59) de la si - - 
guiente manera:
eCRj) - E(RJ = -------- ( o o v ( £ , R J  - cov(R/i,R')) (3.60)
3 cr'(Rp)
Multiplicando ambos miembros de (3.60) por x.. y sumando para
J
todo j de 1 a n:
E(S^) . -  ¿ x áE(Rá) =
3=1 3=1
S n n
■£—  (o o v(r^,r ' ) . x, - IIx. cov(Rj,R ))cr(Rp) A p 3=1 J 3=1
B(S^) - E(RJ = ---% --- [cov(R.fR ') - cr2 (R-)! (3.61)
p ^(Kp)
y despejando EÍí^):
r  ^  1 c o v (R4 , R j
E(Ri) = E(R ) - S <T(R_) 4- S  Í- S—  (3.62)
L  P p P J  p cT(n )
mpor lo que hemos llegado a que existe una relación lineal en­
tre el rendimiento y el riesgo de un título dentro de una car 
tera oficien!3:
o($)
Figura 3.10
Cov/
Por tanto, la relación entre el rendimiento y el - 
riesgo de un título dentro de una cartera eficiente es lineal 
mientras que la relación entre el rendimiento y riesgo de las 
carteras eficientes no es lineal, sino que viene dada por una 
curva creciente y convexa tal como demostramos en (3.47).
Por último, conviene tener presente que esa reía- - 
ción lineal entre el rendimiento y el riesgo de un título se­
rá diferente, es decir, tendrá una ordenada en el origen y. - 
una pendiente diferente para las distintas carteras eficien - 
tes, tal como se desprende de la observación de la ecuación - 
(3.62) •
3.7. Introducción del Titulo libre de Riesgo
En este epígrafe vamos a añadir un título o activo
libre de riesgo a los n títulos arriesgados tomados en consi­
deración hasta ahora y veremos "que la existencia de tal actí 
vo tiene considerables implicaciones para la teoría de la se­
lección de cartera" (28), ya que en este caso la frontera efi 
éiente se vuelve lineal.
Si no se supone la existencia del fenómeno inflado^ 
nario, es fácil imaginar un título libre de riesgo. Así, por 
ejemplo, una emisión de deuda pública cuyo plazo de amortiza­
ción coincida con el horizonte temporal de planificación del 
inversor constituye un activo libre de riesgo, ya que con el 
100$ de probabilidad el inversor recibirá un rendimiento ocp£ 
rado por peseta invertida igual al tipo de interés de la emi­
sión. Igualmente, la colocación de dinero en un banco a un - 
plazo fijo igual al período arbitrario de tenencia o conserva 
ción de la cartera que el individuo se fije, constituye un a£ 
tivo libre de riesgo siempre, claro está, que no se tenga en 
cuenta la depreciación monetaria que se produce como conse- - 
cuencia de la omnipresente inflación (29).
En el epígrafe 2.4 del capítulo anterior vimos como
las medidas de la rentabilidad y del riesgo de un título i, -
dentro de una cartera determinada p cuando.nos situábamos en 
los ejes (E,cT), eran: E(H^) y cov(R^,R^)/<X (R^.).
Por tanto, afirmar que un título está libre de ries 
go es afirmar que :
o equivalentemente que:
(3.64)
Es decir, que sea cual sea la cartera p (y en partjl 
cular también, cuando todos los x.. son positivos), los
para todo j desde 1 hasta n, deben ser nulos o, lo que es lo 
mismo, la varianza y las covarianzas del título i con.el res­
to de los títulos del mercado deben ser nulas.
Vamos a utilizar el subíndice n-M para el título li 
bre de riesgo, reservando los subíñdices 1=1,2,...,n para - 
los n títulos arriesgados. Como viene siendo costumbre en la 
literatura financiera, llamaremos Rf al rendimiento del títu­
lo sin riesgo (30):
y como ya hemos dicho, la varianza y covarianza del título li 
bre de riesgo con el resto de los títulos del mercado es nula
ra eficiente creciente y donvexa que encontramos en el epigra 
fe 3.5. A continuación añadimos el punto que representa al a£ 
tivo libre de riesgo en dichos ejes:
(3.65)
(31):
(2.66)
Situémonos en los ejes (E,cr) y dibujemos la fronte
12R «■
Figura 3.11
Sea K una cartera de la frontera eficiente y, por - 
tanto, eficiente con un rendimiento E(Rg-) y un riesgo CT (Rg). 
Si ahora formamos una cartera compuesta por la proporción x - 
del titulo libre de riesgo y la proporción (1-x) de la carte­
ra eficiente, el rendimiento resultante de la nueva cartera -
será:
Rp = x Rf 4- (1-x) (3.67)
Tomando esperanzas en (3.67):
E(Rp) = xRf + (1-x) E(%) (3.68)
Y tomando ahora varianzas en
o-2(Rp) = (1-x)2 <r2(%)
Sacando raíz cuadrada en la última expresión:
Cr(Rp) = (1-x) <y(%) (3.69)
Despejando la x en (3.68) y llevándola a (3.69)s
CT(R ) = (1—x) <r (Rg) 6 también
E(Rp) - R(Rk)
Rf - E ( % )
<f (% )  Rf - E ( % )
CT' (Rp) Rf - E(Rp ) E(R ) - Rf
— —  32 —  " * ....... ■■ — ' ■■
) E(Rk ) - Rf
que es una línea recta con origen en el eje de ordenadas en el 
punto Rf y con una pendiente (E(Rk ) - Rf) / O" (%) t ó lo que es 
lo mismo, la recta que va del punto Rf al punto K.
en el titulo libre de riesgo y el rendimiento por peseta in­
vertida es Rf, por lo que se sitúa en el punto Rf de la figu­
ra 3* 11.
individuo se sitúa en el punto K, invirtiendo todos sus recur­
sos en la cartera eficiente K #
- Si 0 < x < 1 ,  nuestro inversor coloca parte de su ca 
pital en el título libre de riesgo y el resto en la cartera - 
arriesgada K, situándose en algún punto intermedio del segmen-
Si x = 1, el inversor coloca todos sus fondos (32)
Si x =? 0, entonces (1-x) es igual a la unidad y el
to (Rf, K) •
Si x <0 , entonces el individuo pide prestado a la
tasa R^, invirtiendo la totalidad de la cantidad pedida a - 
préstamo y su propio capital en la cartera arriesgada K, si­
tuándose en algón punto, a la derecha de K, de la recta que - 
pasa por Iqs puntos R^ y K.
- Si (1-x ) < 0, el individuo toma una posición a cor 
to en la cartera K e invierte todos sua fondos provenientes - 
de las ventas al descubierto, de los títulos de la cartera K, 
y su capital propio en el título libre de riesgo. Si así ocu­
rre, la expresión (3.69) hay que modificarla ya que la desvia 
ción típica por definición no puede ser negativas
<t(rJ = i-x| cr (%) = (x-o <y(%) (3.7 1)
Operando como antes con (3.68) y (3.71), se llega a
que:
R^ “ E(Rí7-) r — /
E(R ) = Rf t- —  ---   CT(Rd). (3.72)
P 1 < T ( % )  P
que es la recta que pasa por los puntos R^ y X* en la figura 
3.11$ y que tiene pendiente negativa siempre que R^><E(RK ). 
Como se observa en la figura 3.11 todas las carteras situadas 
en la recta (Rf, K*) caen por debajo de las carteras que se 
encuentran en la recta (Rf ,K), esto .es, las carteras de la - 
recta (R^,K), para una misma desviación típica, tienen un ren 
dimiento superior y, por lo tanto, deben desecharse como ine­
ficientes las carteras que proporciona la recta (R^,K*).
Por tanto, la nueva frontera eficiente en el caso - 
de que se pueda prestar y pedir prestado a la tasa Rf sin li­
mitación y el inversor forme su cartera con una combinación -
del título 3in riesgo R^ y la cartera arriesgada K es: R^ ICP.
Si en vez de la cartera eficiente K se invierte en 
el título libre de riesgo y la cartera eficiente L, la nueva 
frontera eficiente sería R^LP, que al estar por encima de 
R^KP la convertiría en ineficiente, y así sucesivamente, el 
haz de rectas que sale de R^ e intersecta a la frontera efi­
ciente de los títulos arriesgados, iría proporcionando nuevas 
fronteras eficientes a medida que se incrementa la pendiente 
de las mismas, hasta que al formar carteras con el punto R^ y 
el punto M, la frontera eficiente se convierte por completo - 
en una línea recta que sería la frontera eficiente definitiva, 
en el caso de que a los n títulos arriesgados añadiésemos el 
título libre de riesgo.
3.8. El Tema de la Separación
En el epígrafe anterior hemos visto qué se entiende 
por un título libre de riesgo, y,también, hemos ofrecido una 
argumentación en términos gráficos de la frontera eficiente en 
la nueva situación. El propósito de este epígrafe, y del si­
guiente, es llegar analíticamente a la ecuación de la fronteia 
eficiente cuando se introduce el título libre de riesgo (33).
Si a los n títulos arriesgados añadimos el título -
sin riesgo y lo asignamos el subíndice (n-M), debemos enton - 
ces ampliar la matriz de varianzas-covarisnzas y eí vector eo 
lumna de los rendimientos esperados. Llamaremos:
E(R^) _(ri1 12* •* S n 0
e (r2)
•• VA "
°21
•••<M r2n 0 ~ X "
E(R^) ^n1 ^ n 0 xn4-1
Rf 0 0 ... 0 0
— —. - —
x
n
kn+1
(3.73)
Teniendo en cuenta estas óltimas definiciones, la - 
esperanza matemática y la varianza de la cartera que contiene 
n títulos arriesgados y un titulo libre de riesgo es:
E(Rp)
n4-1 p —r
= ¿  xi E(Ri) = M xn+l| 
i=1 J
E
- X'E 4- xnp1 Rf
(3.74)
cr(R p )
n+1 n4-l
- E E
Í=1 5=1
id  ■ [ X ’ l x n4-l]
X
’n-H
(3.75)
Como la varianza y las covarianzas del título n-M con el res­
to de los títulos son nulas, la ecuación (3.75) se puede po • 
ner dél siguiente modo:
(r  ) = r u (3.76)
En la nueva situación, el problema de encontrar la 
cartera eficiente para un \  dado, tiene una expresión siini • 
lar a la (3.5)* pero ampliando los límites de les suma torios 
de forma que recojan al título libre de riesgo:
Min \Y = <r2 (B¡,) - \  E(^)
n4*1
.sujeto a: Xx = 1 (3.77)
i=1
donde ahora $(R ) viene dada por (3.74) y cr (R ) por (3.76) 
Aplicando la técnica de Lagrange y expresándolo en forma matri 
cial quedas
Min W = X'VX - X  [x'|xn+1
(3.78)
derivando e igualando a cero, se obtienen las condiciones ne-
>  (3.79)
(3.79) es un sistema de (n42) ecuaciones con (nf2) 
incógnitas: (i=1,2,.., ,n4-1) y k, con una solución dnica y
determinada. Despejando k de la ecuación (n-M) del sistema - 
(3.79)» tenemos:
k = - \  Rf
llevando este valor de ^  a las n primeras ecuaciones de (3.79)
• 2VX - X E 4- \  R f [lQ] = 0 (3.80)
y despejando el vector columna de las proporciones invertidas
en los n títulos arriesgados:
cesarias de mínimo:
3 x
s w
= 2 V I E - k H - o
2>xm.i
a *
S k
X' xnf 1 n4»1
O  r O
VX--¿X (E-Rf[lJ)
x = JL \ V"1( E - R f [1n]) (3.81)
Si observamos esta última expresión, nos daremos - 
cuenta que las x^ de los títulos arriesgados pueden expresar 
se del siguiente modos
*i = A  (3.82)
donde A e3 positivo ya que varía de cero a infinito y pj
-1
también lo es, ya que V es definida positiva y es de supo­
ner que los rendimientos de cualquier activo arriesgado supe 
ren al rendimiento del título libre de riesgo.
La suma do las proporciones invertidas en los títu­
los arriesgados puede expresarse matricialmente como sigue:
¿ « i  • m  ■ 1  .
y teniendo en cuenta el valor del vector columna X  hallado en 
(3.81):
[1n]'x - [1n]’ Í ^ " 1(E-Rf ¡jj) = \ ^
(3.83)
en donde al escalar f*nl ' (®“®f fn]^ H amarem03 ds
d = [ln] ’ V-1 (E-Rf jjn] ) (3.84)
observando las filas y columnas de las matrices y vectores que 
intervienen en la expresión anterior, vemos que es un
número tal como cabía esperar.
Sea el vector columna que nos muestra en qué pro^
porción intervienen los títulos arriesgados dentro déla cartera 
arriesgada formada por ellos mismos, haciendo abstracción de 
la cantidad invertida en el título libre de riesgo:
Veamos ahora cuál es el valor d e X M  teniendo en 
cuenta la solución de X proporcionada por (3.81):
Con lo cual se ve que las proporciones en que intervienen los 
títulos arriesgados en la "subcartera" formada por ellos siem 
pre son las mismas sea cual sea la actitud hacia el riesgo - 
del inversor, ya que X^ tínicamente depende de los datos E,R^ 
y V y no depende en absoluto del factor X , que en nuestro - 
contexto definía la actitud hacia el riesgo del inversor tal 
como mostramos en la nota (8). Asimismo, en (3.87) tampoco in 
terviene para nada el valor supuesto del rendimiento esperado
i [1J ' x
X
(3.85)-M "
X,
(3.86)
[1n]’ V' 1(E- M 1n] >
Como el denominador de (3.86) es un número tal como
vimos en (3.84), podemos expresar X^ como sigue:
(3.87)
para el cual el individuo intentaba hallar la cartera eficien 
te: e , por lo cual X^ también es independiente de e •
Esta propiedad de X^ recibe el nombre de teorema de 
la separación (34) y responde a lo que ya de forma intuitiva 
vimos en el gráfico de la figura 3*11, donde el individuo ra­
cional únicamente invertía en el título libre de riesgo y la 
cartera arriesgada M. Podrá invertir más en el título libre - 
de riesgo (menos en la cartera arriesgada) o menos (más en la 
cartera M ) , puede que tenga tenencias negativas del título - 
sin riesgo o no, según cual sea su actitud hacia el riesgo, - 
pero las proporciones en que intervienen los títulos arriesga 
do3 dentro de la cartera M son siempre las mismas y, en conse 
cuencia, la cartera M es única.
Según el teorema de la separación, si los distintos 
individuos que operan en el mercado estuviesen de acuerdo en 
la estimación de E y V, entonces todos ellos, "tímidos y agre 
sivos, deberían tener la misma combinación de valores en sus 
carteras. Deberían pues pedir prestado o prestar para alean - 
zar su clase preferida de riesgo. Esta conclusión es diame - 
tralmente opuesta al concepto popular de "decorador de inte - 
riores financieros que se tiene del gestor de carteras. De 
acuerdo con ello, este último debería confeccionar una carte­
ra que se ajuste a la personalidad del cliente" (35).
El teorema de la separación, pues, demuestra que t£ 
dos los inversores deberán tener el mismo tipo de subeartera 
de activos arriesgados, diferenciándose únicamente en la for­
ma de financiarla.
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Ya se habrá observado que la suma de las proporcio­
nes de los títulos arriesgados contenidos en el vector colum­
na es la unidad. En efectos
Y F U  * X
Pn] ' %  = [1n]------ "---- =-— ------ 1 (3.88)
Por tanto, M es por sí sola una cartera ya que la suma de los 
títulos que la componen es la unidad y, en consecuencia, es 
válido hablar de su rendimiento esperado y de su varianza.
La varianza de la cartera arriesgada M es:
2,~ x (E‘ -Rf [ O  ') V“1 -T V“1(E-Rf [1 ])
cr¿(RM ) = X'M v.% = ------- L L 2 L ------ • V . ----- r L nj
a
0"2 (%^ = “¡F (E' " Rf p n ] ^  V_1 (E-Rf [1n]) (3‘89)
y sacando raíces cuadradas en ambos miembros se obtiene la - 
desviación típica de la mismas
—i i/p
tf(RM ) = j -  [(E- - Rf [1J - ) V-1 ( E -  Rf [1J  )J (3 .9 0 )
La esperanza matemática o rendimiento esperado de - 
la cartera M es:
E(%) = X'M E = (E1 - R f [ln] ')V~1 E (3.91)
. Nuestro próximo objetivo es calcular qué valor toma 
la expresión :
E ( * ■  Rf 
cr(RM )
como paso intermedio a la determinación por medios analíticos 
de la nueva frontera eficiente.-
Restando Rf en ambos miembros de (3.91)
-  %  = t  (E'-Rf H ' * 7-1E- Rf (3-92>
En (3.84) vimos que d era un ndmero que tomaba la - 
siguiente expresión:
d= C1n]' V_1 (E-Rf[1nP (3*93)
El transpuesto del segundo miembro de (3.93) es por lo tanto 
el mismo ndmero. Por lo que multiplicando y dividiendo el se­
gundo término del segundo miembro de (3.9 2) por el transpues­
to de d:
- i (E’-Rf [1n],)v"lE " Rf — ~  ^
y sacando factor comdn ^ (E'-Rf jjnJ 1 )V“ :
E (%)-Rf = j  (E* - Rf [1D]-)V-1 . (E-Rf [1D] ) (3.94)
Por dltimo, dividiendo (3.94) por (3*90), llegamos 
al valor de la expresión buscada:
E(Rj^ ) — Rf
cr(%) (Ü'-Rf (ÍJ*) V-1 (E-Rf ¡ij)
1/2
(3.95)
Ahora ya estamos en condiciones de abordar la cues­
tión de la nueva frontera eficiente. Sea una cartera compues­
ta por n títulos arriesgados y un título libre de riesgo. Por 
(3.74) y (3.76) su rendimiento esperado y su varianza son:
1 3
E(R^) = X'E f xn4-1 Hf (3.96)
<T (Rp) = Z'VI (3.97)
Para un \  dado, las proporciones en que intervie- 
nen los títulos arriesgados en la cartera eficiente corres - 
pondiente son, por (3•81)s
X= ±  \ V-1 (E-RfjlJ)
y la proporción invertida en el título libre de riesgo se de­
duce de la dltima ecuación del sistema (3.79):
2n+1 = 1 - X ’ [1n]= 1 -[1n]'X  (3.98)
Introduciendo el valor (3.98) en la expresión del 
rendimiento esperado de la cartera.p (3.96):
E(b') = X'E 4- (1 - [lQ ]' I) Rf = X'E 4- Rf - Rf fij 'X
E(R^) - Rf = X ' E - R f [ln]'X
y teniendo en cuenta (3.81):
E(Rp)-Rf - 1X(E'-Rf [ln] ’)V-1E - Rf[lJ- i Xv-1(E-Rf [ln])
Sacando factor común 1/2 \ I
E(Rp) - R f = i \[(E'-Rf [ln]-)V-1B - Rf [ln]<V-1(E-Rf [ij )
Como el factor q.ue multiplica a en el segundo término del 
segundo miembro, es el ndmero d, su transpuesto también es - 
igual a dicho ndmero:
E(Rp)-Rf = IX [(E'-Rf (jn]')r1E - (E'-Rf [1J')V~1 Rf [ÍJ )
y sacando factor comdn (E* ~ R^ Jlnjj • 2
E(Rp) - Rf = i \(E' - R f [ln]'j V-1 ( E - R f [ij ) (3.99)
Por otra parte, la desviación típica de la cartera 
p es la raíz cuadrada de la varianza dada por la expresión - 
(3.97):
Cr(Rp) = (X'VX) 1 /2
Introduciendo el valor óptimo del vector columna X, 
para un A dado,.o sea, sustituyendo X por su valor dado en - 
(3.81):
r i 1/2
<r(^ ) = [i X (E,-Rf pn]'>V“1-V* ? X v " 1(E - Rf [1n]>
<r(Rp ) = ¿ > [(E- - Rf pn] •) V"1 (E - Rf y  )] 1/2 (3.100)
Dividiendo (3.99) por (3.100), se tiene:
e (r!) - r ,^ r  v _ ~
crffj « - % [ ’«]>
1/2
(3.101)
y como el segundo miembro de (3.101) es igual al segundo miem 
bro de (3.95)* podemos escribir:
E(Rp) - Rf E(R¡j) - Rf
CT( Rp) <t (rm )
“ Rf v
E(R ) = Rf + ------------- C T ( R J (3.102)
que es la nueva frontera eficiente cuando se introduce el títu 
lo libre de riesgo a los n títulos arriesgados, por lo que la 
relación entre la rentabilidad y el riesgo de las carteras de
valores eficientes se transforma en una línea recta en la nue 
va situación. Línea recta de ordenada en el origen R^ y pen - 
diento (E(Rm ) - Rf)/<r(^¡):
cri
Figura 3«12
Por el teorema de la separación, las proporciones - 
en que intervienen los títulos arriesgados dentro de la carte 
±a M son siempre las mismas, por lo que las carteras de la 
frontera eficiente son siempre combinaciones del título libre 
de riesgo y la cartera M:
Ep = Xnf1 %  M 1 -  W  %  (3*103)
La esperanza y la desviación típica de la variable 
aleatoria R^ son:
E(Ep)= xn4-1 Ef + E(% ) (3-104)
<r(Rp)= ( 1 - X n f 1 ) CT(R¿[) (3.105)
Ahora vamos a ver cómo el coeficiente de córrela - 
ci<5n de las carteras eficientes con la cartera M es la uni-
142
/ " V /
o C0'r(Rp«%>
/  P . M - - ----- " J — —  (3-106)
cr(Rp) • c r (^ )
ya que llevando (3.103) y (3.105) a (3.106):
cov(xn4-1Rf f (1-Xn+1}% *  %>'
/ p,M d - xn4. i )  c t ( r m) . c r ( % )
O _ ^1~xn4-1^ C0Y^ % ,RM^ _ ^1~xn4-1^  _ 1
* ’ ( 1-Xn-H^ c r¿(% ) ^1-Xn4-1  ^ CT2 (RM^
(3.107)
Es decir, que existe una correlación lineal perfec­
ta entre todas las carteras que forman la frontera eficiente, 
cosa por otra parte lógica desde el momento en que todas las 
carteras efi-cientes son combinaciones lineales de dos títulos: 
el título libre de riesgo y la cartera arriesgada M.
Resumiendo un poco, en este capitulo hemos demostra 
do por medios analíticos una serie de puntos importantes del 
modelo de dos parámetros de selección de cartera:
1) La frontera eficiente, en el caso de tratar con 
n activos arriesgados, es convexa. Con lo cual, si se añaden 
las curvas de indiferencia que son cóncavas, tal como vimos - 
en el punto de tangencia entre una curva de indiferencia, si­
tuada lo más hacia arriba y hacia la izquierda posible, y la 
frontera eficiente.
2) La relación entre el rendimiento y el riesgo de 
un título dentro de una cartera eficiente compuesta exclusi­
vamente de activos arriesgados es lineal, aunque dicha rela­
ción cambia para las distintas carteras eficientes.
H3) Cuando sa introduce el activo líbre do riesgo, 
la frontera eficiente se vuelve lineal y se cumple el teore­
ma de la separación, en virtud del cual todo inversor racio­
nal únicamente invierte en el título libre de riesgo, y la - 
cartera arriesgada M, que es única; por lo que existe una co­
rrelación lineal perfecta entre las distintas carteras que se 
encuentran sobre la nueva frontera eficiente.
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la programación cuadrática paramétrica pueden consultar: 
MARKOWITZ, H.M.: 1 The Optimization of a Cuadratic Func - 
tion Subject to Linear Constraints”. Naval Research LogÍ£ 
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do a algoritmos generales y definitivos.
(11) El funcionamiento de las ventas al descubierto que acaba­
mos de exponer se corresponde con el ”short selling" de 
las Bolsas norteamericanas. Una explicación resumida del 
mismo se puede encontrar en Fama.
En el mercado bursátil español, las ventas al descubierto 
han estado prohibidas hasta hace muy poco tiempo. Así, el 
10 de abril efe 1981, el Ministerio de Economía y Comercio 
ha dictado una Orden Ministerial que regula las condicio- 
nes del Crédito al Mercado an las operaciones bursátiles 
de compra-venta. El sistema de Crédito al Mercado, que - 
tiene algún parecido con el "short selling” norteamerica­
no, es una operación al contado, puesto que, aunque el
comprador o vendedor consiguen un aplazamiento en el cum 
plimiento de la operación de.compra o venta de títulos, 
los cambios que se aplican son los que rigen en el momen­
to de contratar la operación.
En un folleto publicado por el Servicio de Estudios de - 
la Bolsa de Madrid se explica de una forma resumida las - 
características y forma de operar de este sistema de Cré­
dito al Mercado. Asimismo, en una selección de artículos 
recogida por Vallvé-Ribera de Hortala se puede encontrar 
una explicación de los contratos al contado y a pla.zo , -
así como del contrato de doble.
FAMA, E.F.: "Foundations of Finance”. Basil Blackwell, Ox 
ford. 1977, p. 224-225.
BOLSA LE MADRID: 1 ¿Qué es el Crédito al Mercado”. Serví - 
-ció de Estudios de la Bolsa de Madrid. Madrid, 1981. 
VALLVE-RIBERA HORTALA, M.A.: ”Lecturas 30bre Bolsa”. Ins­
tituto de Estudios Fiscales. Ministerio de Hacienda. Ma­
drid.1977, p. 241-313.
(12) A la hora de derivar hay que tener en cuenta que crj-
(13) Aunque en este epígrafe y el siguiente usamos una nomen - 
datura casi igual a la de Aftalion y Viallet,no estamos 
siguiendo los pasos de estos autores, sino simplemente re 
solviendo matricialmente el problema base planteado en - 
(3.5).
AFTALION, F. y VIALLET, C.: "Theorie du Portefeuille". 
Presses Universitaires de France. Paris, 1977.
(14) Recordemos que e (Ttj^  para cualquier par de títu -
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los. Por tanto, la matriz de varianzas-covarianzas V es -
— i — i
simétrica, de modo que: Y . = (V ) 1 .
(15) A lo largo del desarrollo matricial, usaremos las letras 
minúsculas para indicar números y las mayúsculas las re­
servaremos para las matrices.
(16) El por qué de este proceder no es puro capricho, sino que 
ambas expresiones de las x^, en función de X y e^ , res­
pectivamente, nos serán de utilidad más adelante.
(17) La siguiente derivación matricial de la frontera eficiente 
fue primeramente expuesta y resuelta por Merton. Aftalion y 
Viallet, en su obra, anteriormente citada, también la usan. 
MERTON, R.C.: 11 An Analitic Derivation of the Efficient - 
Portfolio Frontier”. Journal of Financial and Quantitati- 
ve Analysis, vol. 7* 4, septiembre 1972, p. 1851— 1871• 
AFTALION, F. y VIALLET, C., op. cit., cap. IV.
(18) VAN HORNE, J.: "Financial Management and Policy”. Prenti- 
ce Hall. International Editions. 4a. Ed. Londres, 1977» - 
p. 50.
(19) Como bien dicen Bellmore, Phillips y Ritchie: "No existe 
una teoría global de la diversificación antes de Marko- - 
witz".
BELLMORE, D.H., PHILLIPS, H.E. y RITCHIE, J.C.: "Invest- 
ment Analysis and Portfolio Selection: An Intégrate Ap- 
proach”. South-Western Publishing Co. Ohio, 1979» p. 179.
(20) En opinión de Rosenfeld, el modelo de selección de carte­
ra de Markowitz "no ha conseguido un éxito práctico igual
al interés intelectual que ha suscitado y ello dobido a -
que, además de exigir un uso. intensivo del ordenador, no
ahorra el Análisis Fundamental, sino todo lo contrario.% 9
Asi, tanto en (3.20) como en (3.37) es necesario apoyarse 
en los datos E y V. ”Los inputs E(R^) , CT'(R^) y de­
ben ser determinados por analistas y apoyarse en su deter 
minación para conocer lo que serán en el futuro las cara^c 
terísticas de los diversos títulos tomados en considera - 
ción. Destaquemos, también, que los errores y las aproxi­
maciones en estas estimaciones son de tal naturaleza que 
limitan considerablemente la validez y los resultados ob­
tenidos por cálculos aparentemente muy precisos y por me­
dio de instrumentos de gran perfección”.
El mismo Markowitz confirma la opinión de Rosenfeld cuan­
do dice: ”Los resultados de un análisis de cartera no 
son más que la lógica consecuencia de la información con­
cerniente a los títulos”.
ROSENFELD, F.: "Análisis Financiero y Gestión de Cartera” 
Editorial Hispano Europea. Barcelona, 1977» p. 298. 
MARKOWITZ, H.M. (1959), op. cit., p. 205.
(21) En este epígrafe vamos a seguir principalmente a AFTALION 
y VIALLET, aunque nosotros partimos de un planteamiento y 
usamos una nomenclatura ligeramente diferentes.
(22) Usamos los ejes invertidos porque es más fácil despejar -
cr2 (^>) <iue
(23) Tal como se observa en la figura 3.7, s>lo tiene sentido - 
económico la parte de la frontera eficiente en que \  ^  0.
"El territorio por encima de la frontera es una especie - 
de ”tierra de nadie”. Ningón. inversor puede alcanzar una 
combinación rentabilidad riesgo representada por un punto 
de este área. Por otra parte, el área por debajo de la - 
frontera corresponde a combinaciones que ningán inversor 
bien informado debería encontrar aceptables, ya que todas 
estas carteras son ineficientes".
COATES, C.R.: "Investment Strategy". McGraw-Hill Book Com 
pany, New York, 1976, p. 182.
(2 4) V es una matriz simétrica no singular por lo que las for­
mas cuadráticas a que da lugar son definidas positivas y 
las de su matriz inversa también lo son.
_ -1
a y c son formas cuadráticas de V y, por lo tanto, tam­
bién son definidas positivas. Igualmente, se puede demos-
p
trar que (ac-b )>0. (Ver Merton).
MERTON, R.C. , op. cit., p. 1853.
(25) Téngase presente que los multiplicadores se LagrangeVy k 
varían de una cartera eficiente a otra, tal como se des­
prende del análisis del sistema de ecuaciones (3.36), que 
al resolverlo toma diferentes valores cuando se modifica 
e* .
Por otra parte, tal como vimos en la nota (9) de este ca­
pítulo, 1/)s puede considerarse como la pendiente de una 
curva de indiferencia lineal en el plano (E, cr ), de modo 
que el resultado (3.52) era de esperar (ver la figura 3.2).
(26) Para ello nos basaremos en el análisis que hace Eama.
PAMA, E.P., op. cit., p. 283» y ss.
(27) 21 primer miembro de (3.59) es idéntico al segundo miembro 
de (2,45)* por lo que se ha confirmado lo que en el epígra 
fe primero de este capítulo ya adelantamos y es que la - 
cartera óptima del inversor estará situada en el punto de 
tangencia entre la frontera eficiente y una curva de indjL 
ferencia.
(28) RYAN, T.M.: "Theory of Portfolio Selection”. The MadMillan 
Press LTD. London, 1978, p. 79.
(29) Un modelo de selección de cartera, parecido al expuesto - 
aquí, pero que tiene en cuenta la inflación puede encon - 
trarse en:
SOLHIK, B.H.: "Inflation and Optimal Portfolio Choices”. 
Journal of Financial and Quantitative Analysis, vol.l^n2 5; 
Diciembre 1978, p. 903'- 925*
(30) Hay autores como Sharpe que a R^ le denominan la "tasa £u 
ra de interés” porque únicamente recompensa el paso del - 
tiempo, pero no ningdn tipo de riesgo, ya que se supone - 
que R^ se recibe con total certeza en un mundo sin infla­
ción.
SHARPE, W.F.: "Capital Asset Prices: A Theory of Market 
Equilibrium under Conditions of Risk". Journal of Finan- 
ce, vol. 19» n2 3» septiembre 1964» p. 425-442, p. 431.
(31) Observamos como hemos omitido la tilde en el rendimiento 
del título n4-1, ya que al estar libre de riesgo equivale 
a decir que se va a obtener un rendimiento constante en 
cualquier situación. no es una variable aleatoria, -
sino una constante y, como se sabe, tanto la varianza como
la covarianza de una constante con cualquier variable 
aleatoria son nulas, mientras que la esperanza matemáti­
ca de una constante es la misma constante.
(32) Sería más exacto hablar de aquella parte de la riqueza que 
no consume. Por tanto, cuando hablamos de todos los fondos 
estamos hablando de todos los fondos o recursos que dedica 
a la inversión.
(33) Para el desarrollo de los dos epígrafes que restan, nos - 
basaremos en la obra de Aftalion y Viallet, si'bien nues­
tro planteamiento del problema a resolver es diferente y 
está basado en el que hace Sharpe.
AFTALION, F. y VIALLET, C., op. cit., p. 76-80 
SHARPE, Y/.F. (1976), op. cit., p. 298-304.
(34) El teorema de la separación fue primeramente demostrado - 
por Tobin. En palabras de este autor: "El porcentaje ópti 
mo utilizado en la composición de la parte de la cartera 
formada por activos arriesgados, acciones, es independien 
te de la proporción de la inversión total en acciones re­
lativa a la inversión total neta..."
De este modo Tobin divide el proceso de selección de car­
tera en dos etapas separadas e independientes entre sí: - 
1) Hallar las proporciones con que intervienen los acti­
vos arriesgados en la subcartera formada por ellos mismos. 
Es decir, calcular el valor de % •  2) Decidir qué parte - 
de los fondos se invierte en el título libre de riesgo y 
qué parte en la subcartera de los activos arriesgados. 
TOBIN, J.: "Liquidity Preference as Behavior toward Risk"
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Review of Economic Studies, vol. 6, nfi 1, febrero 1958,
p. 65-66.
(35) FRANCIS, J.C. y ARCHER, S.H.: "Análisis y Gestión de Car­
tera de valores". Ediciones ICE. Madrid, 1977, p. 131- 
132.
CAPITULO IV
EL MOJELO DE PRECIOS LE EQUILIBRIO DE LOS 
ACTIVOS FINANCIEROS
4.1 * Introducción
En capítulos anteriores analizamos el problema de - 
la selección de cartera en un mundo de dos parámetros? la me-' 
dia como medida de la rentabilidad y la varianza (o desvia- - 
ción típica) como medida del riesgo. Así, mostramos, en pri - 
mer lugar, como la selección de cartera podía encuadrarse den 
tro de una clase más amplia de problemas: las decisiones de - 
consumo-inversión. Luego centramos nuestra atención en el pro 
blema del cálculo de la frontera eficiente deduciendo su ecua 
ción y analizándola tanto en los ejes (E,.cr ) como en los - 
ejes (E, <x )• Finalmente, vimos como al añadir el título libre 
de riesgo a los n títulos arriesgados inicialmente considera­
dos, la frontera eficiente, en los ejes (E,0f), se transformó 
en una línea recta.
En este capítulo intentaremos ver qué cabe esperar a 
nivel de mercado cuando todos los individuos efectúan sus de­
cisiones de inversión de acuerdo con el modelo de dos paráme­
tros de selección de cartera. Tal aplicación del modelo ha da 
do lugar al desarrollo de la teoría del mercado de capitales 
a la que muchas veces, por mayor comodidad y por ese extendi­
do deseo de reducirlo todo a siglas, se hace mención con las 
iniciales inglesas CAPM (Capital Asset Pricing Model) o las - 
francesas MEAF (Model d'Equilibre des Actives Financiers).
"Los académicos generalmente atribuyen a William -
Sharpe la creación de la versión más temprana de CAPM" (1) y 
si bien esto es cierto, ya que en el orden cronológico el - 
primer artículo que habla de una teoría de equilibrio del - 
mercado de capitales bajo condiciones de riesgo se debe a - 
Sharpe, no obstante normalmente se hace referencia a tres au 
tores: Sharpe, Lintner y Mossin (2) como responsables del - 
inicio y desarrollo de la teoría del mercado de capitales.
Antes, muchos autores habían escrito sobre la utilji 
dad esperada, la rentabilidad y el riesgo, la selección de - 
cartera, etc. Pero hasta la aparición de los trabajos de Shar 
pe-Lintner-Mossin "nadie había combinado todos estos elemen - 
tos en una explicación coherente de la formación de precios - 
de los activos de capital" (3).
El modelo de dos parámetros de selección de cartera 
es un modelo normativo. El objetivo de una teoría normativa - 
es servir como guía de acción. Asi, la teoría normativa de la 
selección de cartera intenta explicar cómo deberían ser toma­
das las decisiones de inversión en valores mobiliarios y no - 
se preocupa en absoluto del efecto de esas decisiones de in­
versión de los individuos a nivel agregado, a nivel de merca­
do.
"El propósito de una teoría positiva, por el contra 
rio, es ayudar a comprender una situación compleja. El entor­
no de las decisiones de inversión, por ejemplo, es extremada­
mente complejo. No es posible conocer todos los factores que 
afectan al precio de los activos de financieros; y suponer - 
que la totalidad de tales factores permanecerá constante es -
un supuesto heroico. Sin embargo, la teoría del mercado de ca 
pitales intenta explicar las implicaciones positivas de la mo 
derna teoría de cartera; esto es, cuáles serán las implicado 
nes del equilibrio general en los precios de los activos fi­
nancieros y otras relaciones de mercado si todos los inverso­
res se comportan de la manera prevista por la moderna teoría 
de cartera” (4).
Por tanto, la teoría del mercado de capitales se ba 
sa en los modelos de precios de equilibrio de los activos fi­
nancieros que intentan explicar que ocurre a nivel de mercado 
cuando todos los inversores efectúan sus decisiones de inver­
sión, bajo condiciones de incertidumbre parcial, de acuerdo - 
con el modelo media-varianza (5)»
4*2. Supuestos sobre el Comportamiento de los Inversores 
y sobre el Mercado
Como primer paso para poder desarrollar una teoría 
positiva del mercado de capitales, se debe hacer una serie de 
supuestos restrictivos que simplifiquen la complejidad del fe 
nómeno a estudiar y construir un modelo explicativo en base a. 
dichos supuestos. Lo importante, en este primer momento, no 
es el grado de realismo de los supuestos, sino la consisten - 
cia interna del modelo. En todo caso, hay que tener presente,
que una teoría positiva es válida si proporciona conclusiones
que sean coherentes con la realidad del fenómeno observado -
que se intenta comprender y explicar (6).
*
Puesto que la teoría del mercado de capitales parte 
del hecho de que los inversores son diversificadores eficien­
tes de Markowitz, en primer lugar debemos hacer explícitos, y 
repetir nuevamente, los supuestos sobre el comportamiento de 
los inversores expuestos a lo largo de anteriores capítulos:
1. Se supone que todos los individuos se comportan 
racionalmente y que, por lo tanto, son maximizadores de su - 
función de utilidad esperada.
2. La función de utilidad esperada del inversor de­
pende únicamente de los dos primeros momentos de la distribu­
ción de probabilidad de los rendimientos de las carteras de
valores: el rendimiento esperado > como medida de la ren
&O 'V
tabilidad y la varianza (R ) (o la desviación típica), co
Sr
mo medida del riesgo. Es decir, que:
E (tj(r )) = f (E(Hp), <r2 (Rp))
3. Las funciones de utilidad de los inversores son 
monótonas crecientes, por lo que con referencia a las carte - 
ras de valores, para una misma varianza, se prefiere la carte 
ra de mayor valor esperado:
3 f
3 B(írp ) ^  0
4. Se supone que los inversores tienen aversión al
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riesgo, lo que se traduce en que sus funciones de utilidad -
son convexas y, con referencia a las carteras de valores, en
que para un mismo rendimiento esperado, se prefiere la carte- 
%
ra de menor varianza:
 7 7 x7—  <  Oc) cr(V
Como antes ya hemos adelantado, estos cuatro supuesj 
tos sobre el comportamiento de los inversores se pueden resu­
mir afirmando que los individuos son diversificadores eficien 
tes de Markowitz y que, por tanto, se situarán en algán punto 
dé la frontera eficiente, punto que dependerá de cuáles sean 
sus preferencias sobre el riesgo.
A los anteriores supuestos sobre el comportamiento 
de los inversores, es necesario añadir otros supuestos a ni­
vel de mercado que permitan construir un modelo simplificado 
sobre su funcionamiento:
5. Los mercados de capitales son perfectos. Es decir 
se supone que la información es asequible para todo el mundo
y sin coste alguno. No hay costes de transacciones en las ope 
raciones de compra-venta de los títulos ni tampoco ningdn ti­
po de impuesto. Los títulos son infinitamente divisibles y se 
supone que los inversores no tienen ningán tipo de influencia 
en la formación de los precios (7).
6. Todos los inversores tienen la misma amplitud en 
su horizonte de planificación, que es un período. Es decir, - 
al principio del periodo, comdn para todos ellos, adquieren -
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una cartera de valores determinada que venden al final del pe 
ríodo en cuestión.
7. los inversores tienen "expectativas homogéneas"
(8), o sea, las distribuciones de probabilidad de los rendi­
mientos de los títulos son idénticas para todos los inverso­
res. Todos coinciden en la estimación del curso de evolución 
de los precios futuros de los títulos.
8. Cualquier cantidad de dinero puede ser prestada 
o pedida prestada a la tasa pura de interés libre de r-iesgo -
(9).
9. No existen cambios en el nivel de precios ni en 
el de tasa pura de interés.
10. Los mercados de capitales están en equilibrio - 
al principio del período. Es decir, que la oferta de títulos 
iguala a la demanda de los mismos (10).
Evidentemente estos supuestos son excesivamente sim 
plifioadores y en muchas ocasiones irreales. Pero como señala 
Sharpe (11), "el realismo db los supuestos importa poco. Si - 
las conclusiones son razonablemente consistentes con los feni5 
menos observados, puede decirse que la teoría "explica" la - 
realidad. Aún más importante,puede proporcionar predicciones 
útiles. Una discusión sobre la admisibilidad de la teoría ha 
de tener en cuenta las consecuencias que se desprenden de sus 
conclusiones".Por tanto, poco importa de momento el que los - 
supuestos enunciados sean excesivamente simplificadores de la 
realidad (12); más adelante, tendremos oportunidad de ver co­
mo responde el modelo a la relajación de los supuestos al in­
tentar acercar el modelo al mundo real.
Conviene también puntualizar que el modelo en que - 
se basa la teoría del mercado de capitales es un modelo está­
tico, de equilibrio. El modelo predecirá cuáles serán los pre 
cios de equilibrio que se derivan de los supuestos sobre los 
inversores y sobre el mercado, pero en modo alguno, será ca­
paz de explicar cómo se pasa de una situación de equilibrio a 
otra, o la forma cómo las fuerzas que conducen al equilibrio 
actuarán en una situación de desequilibrio.
Por último, aunque siempre hablamos de títulos o ac 
tivos financieros, la selección de cartera puede ser aplicada 
a cualquier cuestión aunque no esté relacionada estrictamente 
con temas financieros siempre, claro está, que la elección - 
tenga consecuencias contrapuestas: la media como medida de de 
seabilidad y la varianza como medida de rechazo.
La teoría del mercado de capitales únicamente se - 
preocupa de los precios de equilibrio de los títulos arriesga 
dos, tomando como dados los equilibrios en el mercado de bie­
nes de consumo, en el mercado de trabajo y los factores pro - 
ductivos y en el mercado- monetario de los títulos financieros 
sin riesgo. Por lo que respecta a este último mercado, conven 
dría recordar que R^ era un dato más cuando calculábamos la - 
frontera eficiente del inversor en el caso en que se añadía - 
el título libre de riesgo. Asimismo* al enunciar el supuesto 
nfi 8 de este epígrafe también hemos considerado R^ como dado. 
Rf es la tasa pura de interés que iguala la oferta y la deman
da de los títulos libres de riesgo y que premia a aquéllas —  
personas que posponen el consumo presente al futuro, en un - 
mundo de total certeza.
4.3* La Linea del Mercado de Capitales
ciente del inversor, en el caso de añadir un título sin ries­
go a los n títulos arriesgados, dejaba de ser una curva para 
transformarse en una línea recta tal como la dibujada en la - 
Figura 4.1 y descrita por la ecuación (3.102), con una ordena 
da en el origen y tangente a la rama superior de la anti - 
gua frontera eficiente, calculada sin el activo libre de riejí 
go.
En el capítulo anterior vimos como la frontera efi-
CKIL
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Figura 4.1.
Si E(R ), <T (R ) representa el binomio rentabili-
ir ir
dad-rie3go de una cartera eficiente p. la ecuación de la fron 
tera eficiente del inversor, según (3*102) es:
timaciones (13) referentes a los rendimientos esperados, va- 
rianzas y covarianzas d© los n títulos que podía contener una 
cartera. Asimismo, también R^ era un dato más del problema, - 
Por tanto, siempre que dos inversores hagan las mismas estima 
oiones sobre esos parámetros, la frontera eficiente será - 
igual para ambos.
todos los individuos que operan en el mercado de capitales y 
que, en consecuencia, la frontera eficiente, buscada por to­
dos los inversores, de acuerdo con los supuestos 1 al 4, vie­
ne dada por la rama de hipérbola que se ha dibujado en la Fir 
gura 4.1. Si a continuación añadimos los supuestos 8 y 9 a - 
los anteriores, la tasa de interés sin riesgo, R^, es un dato 
más a considerar en el problema y la frontera eficiente común 
a todos los individuos es una línea recta. Por último, el su­
puesto 10 nos asegura que esa frontera eficiente lineal dibu­
jada en la Figura 4.1 es de equilibrio y que, por tanto, a lo 
largo de todo el período de planificación, que es el mismo pa 
ra todos los inversores, no variará.
<r(Kp) (4.1)
Al hallar por medios analíticos la frontera eficies 
te de cualquier inversor, suponíamos dadas las (3n4n )/2 es-
los supuestos 5 al 7,antes enunciados, nos aseguran 
que esas (3n4n )/2 estimaciones son comunes e iguales para
A la recta que representa la frontera eficiente de 
todos los inversores y que es una consecuencia directa de los 
10 supuestos referentes al comportamiento de los inversores y 
el mercado, Sharpe (14) la denomina Línea del Mercado de Capjt 
tales (Capital Market Line) y normalmente en la literatura - 
financiera se hace referencia a ella por las correspondientes 
siglas inglesas CML. Por tanto, bajo los supuestos enunciados; 
todo individuo se enfrenta a una frontera eficiente tal como 
la señalada por la CML*
Como vimos en el capítulo anterior, todas las carte 
ras eficientes situadas en la CML son combinaciones lineales 
de dos tínicos títulos: 1) El título libre de riesgo y 2) La - 
cartera arriesgada M, que es tínica y no depende de la aver- - 
sión al riesgo del decisor particular* Evidentemente, esto no 
significa que todos los inversores elijen siempre la misma 
cartera eficiente (15).
Figura 4*2.
El punto de la frontera eficiente en que se situará 
un inversor dependerá de cual sea su mapa de curvas de indife
rencia, es decir, de su preferencia respecto al binomio renta
%
bilidad-riesgo y de su preferencia por el consumo presente 
frente al consumo futuro; ya que hay que recordar que el in­
versor elegía el punto de la frontera eficiente donde una de 
sus curvas de indiferencia era tangente a dicha frontera (16).
Por tanto, todo el mundo que invierta parte de sus 
fondos en títulos arriesgados, lo hará en la cartera M, pero 
mientras unos pedirán prestado a la tasa pura de interés, R^, 
otros prestarán a dicha tasa e incluso puede que haya quien - 
únicamente invierta en la cartera arriesgada M ó en el título 
libre de riesgo (17)* Es decir, lo que varía entre las carte­
ras óptimas de los distintos individuos son las proporciones 
en que intervienen la cartera M y el título sin riesgo (18).
Dado que en equilibrio, la cantidad que se pide 
prestada (que se demanda) a la tasa R^ igualará a la cantidad 
que se presta (que se ofrece), nos podemos preguntar: ¿Cuál - 
será la composición de la cartera M en estas circunstancias?
La cartera M estará compuesta por todos los títulos 
arriesgados existentes en el mercado y en las proporciones - 
que representan el valor de dichos títulos en el valor total 
del conjunto de todos los títulos del mercado. El por qué de 
esta composición es relativamente fácil de explicar y nos li­
mitaremos a observar los resultados absurdos a que daría lu­
gar una composición diferente.
Si por ejemplo un título representa el 5% del valor 
de todos los títulos arriesgados., la proporción de dicho títu
lo dentro de la cartera M no puede ser del 6/S, ya que en la -
*
medida que todo el mundo piensa que dicho titulo dentro de su 
cartera de valores arriesgados debe ser del 6$, al agregar - 
las demandas de todos los inversores, se superaría la oferta 
del 5% existente y, por lo tanto, no se cumplirá el supuesto 
10 referente a que la oferta iguala a la demanda. Del mismo - 
modo, no podría darse el caso de un título que exista en el 
mercado y no intervenga en la cartera M, ya que bajo las con­
diciones expuestas por el supuesto 10, todos los títulos de­
ben estar en manos de alguien.
Así, por ejemplo, si la proporción en que intervie­
ne uno de los títulos dentro del total de la cartera arriesga 
da M fuese negativa, ello equivaldría a que todo el mundo to­
maría una posición a corto en ese título, pero ¿a qué persona 
se le podría vender ese título al descubierto si todo el. mun­
do hace lo mismo?. Evidentemente, una proporción negativa de 
cualquiera de los títulos dentro de la cartera M no es cohe - 
rente con una posición de equilibrio tal como la expresada - 
por el supuesto 10 antes enunciado (19).
En consecuencia, la cartera M tiene la misma composjL 
oión que la que tiene el mercado y, por ello, se la suele deno 
minar cartera de mercado. Si denotamos por^P^ y el precio 
y el número de títulos de cada uno de los valores arriesgados- 
existentes en el mercado, la proporción en que interviene ca­
da valor dentro de la cartera de mercado será (20):
Así, todas las carteras de valores de los inversores 
son combinaciones lineales del título libre de riesgo y de la 
cartera de mercado M de los títulos arriesgados, por lo que - 
existe una correlación perfecta positiva entre las carteras - 
de los distintos inversores, tal como se desprende de la ex­
presión (3.107) deducida en el capítulo anterior.
En la expresión analítica de la línea del mercado ele 
capitales, llamando X* a la constante:
(4.3)
Se puede poner la CML de la siguiente manera:
E(Rp) = Rf f \ *  <T(Rp) . (4.4)
Recordemos' que E(R ) y aran las medidas ade
ir ir
cuadas de la rentabilidad y del riesgo de una cartera de valo 
res, por lo que (4.4) nos muestra cuál es la relación que 
existe entre la rentabilidad y el riesgo de las carteras efi­
cientes, que se sitúan sobre la línea del mercado de capita - 
les.
Las carteras ineficientes se situarán, claro está, 
por debajo de la CML (21), por lo que no es de esperar que la 
relación entre su riesgo y su rentabilidad sea lineal. Igual­
mente, como un título arriesgado individual es claramente una
cartera ineficiente, también se situará por debajo de la CML 
y la ecuación (4.4) no mostrará la relación que existe entre 
el rendimiento y la desviación típica de un título individual.
Por lo tanto, la ecuación (4.4) expresa cuál es la 
relación que existe entre la rentabilidad y el riesgo de las 
carteras eficientes. Si analizamos el segundo miembro de di­
cha ecuación, veremos que la rentabilidad de una cartera efi­
ciente se descompone en dos partes:
1) R^, la ordenada en el origen de la CML, es la ta 
sa pura de interés o precio del tiempo, ya que representa el 
precio que se debe pagar por consumir ahora en vez de más tar 
de o, también, el premio por esperar y consumir más tarde, en 
lugar de hacerlo en el momento presente,
2) X , la pendiente de la CML (22), es un factor - 
que multiplica al riesgo de la cartera <T (R^) y por ello se 
le ha llamado a menudo impropiamente precio de mercado del - 
riesgo o simplemente precio del riesgo. "El precio del riesgo 
no es una elección de términos muy afortunada: "precio de la 
reducción del riesgo" podría ser más satisfactorio, ya que es 
por la supresión del riesgo por lo que nosotros deberíamos su 
poner que los individuos’quieren pagar" (23). Por tanto, \* 
se puede interpretar como la rentabilidad que el individuo dj3 
be sacrificar por reducir el riesgo o, lo que es lo mismo, el 
premio por asumir más riesgo. En resumen, para aumentar la - 
rentabilidad esperada de una cartera eficiente, hay que acep­
tar un mayor riesgo.
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Antes ya hemos adelantado que un título arriesgado 
individual no es una cartera eficiente y que, en consecuencia, 
la ecuación (4.4) no era una expresión adecuada de la reía - 
ción entre el rendimiento esperado y la desviación típica de 
un título individual, ya que la desviación típica no es una 
.medida apropiada de su riesgo, desde el momento en que el 
riesgo de un título i que forma parte de la cartera p, en los 
ejes (E,<r), viene dado por: cov (R.,R )/ CT(rI) (24). De es-
r  Ir
ta manera cabe preguntarse: ¿Qué relación existirá entre la - 
rentabilidad y el riesgo de un título individual?
4.4. La Linea del Mercado de los Activos Financieros
El problema de analizar la relación entre la renta­
bilidad y el riesgo de los títulos individuales ya fue trata­
do anteriormente en el capítulo III, donde vimos que una reía 
ción lineal entre el rendimiento esperado y el riesgo de los 
títulos de una cartera eficiente en*el caso de considerar úni 
camente los n activos arriesgados (25).
El inconveniente de la relación encontrada en (3.62) 
era que variaba entre las distintas carteras eficientes y, - 
además, la medida del riesgo de un título individual también 
era propia de cada cartera eficiente, de modo que el riesgo - 
de un título era diferente según que perteneciese a una u -
-otra de las distintas carteras eficientes tomadas en considera 
ción.
Lo que ahora intentamos ver es si existe una reía* 
ción lineal, del tipo de la ecuación (3.62), en el caso de - 
añadir un activo libre de riesgo a los n títulos arriesgados, 
pero que sea ónica y que no varíe para las distintas carteras 
eficientes y en donde el riesgo de un título sea siempre el - 
mismo, sea cual sea la cartera eficiente considerada (26),
Si tenemos en cuenta los 10 supuestos expuestos en 
el epígrafe segundo de este capítulo, entonces las proporcio­
nes óptimas a invertir en los n títulos arriesgados vendrán - 
dadas para todos los individuos del mercado por el sistema de 
ecuaciones (3.80) del capítulo anterior:
2VX - X (E-Bj [ij) = 0  (4.5)
Para resaltar que el vector columna X de la expre - 
sión anterior corresponde a las proporciones en que intervie­
nen los títulos arriesgados dentro de una cartera eficaz,
sustituiremos en (4.5) X por X Q y también, más adelante, -©
E(Rp) y 0-(Rp) por S(He) y O t % ) :
2VXe - XíE-Bf [íj) = 0 (4.6)
1) Premultiplicando (4.6) por I' (2 7):0
2X¿VX 0 - \x¿(E-Rf[ln]) = 0
por (3.97):
2 tr2(Re) -.\(X¿ E-Rf X¿ [1J ) » O
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y teniendo en cuenta (3.93):
2 (r2(R¡) - X (X¿ £ _ Rf (1 -x®^)) = 0 
%
2 <r2(Re) - X(X¿ E 4 Rf x®+1 - Ef) = 0
y de (3.96):
2 <T^R¡) - MEÍR^) - Rf) = 0 (4.7)
A continuación vamos a definir una cartera de títu­
los arriesgados cualquiera (28), eficiente o no, de uno- o va­
rios títulos. Y para remarcar que no es necesariamente eficiai 
te la denotaremos por el vector columna de n elementos X^.
2) Premultiplicando (4.6) por X^:
2 X¿VX0 - Xx¿ (E - E f [ln]) = 0
y teniendo en cuenta que X* Y X  es la expresión matricial de
q e
covarianza entre la cartera q, que acabamos de definir, y la 
cartera eficiente e:
2
2
2
2
o o v ( ^ , H # ) -  X ( X *  E -  E f  X- [ ln ]  ) = O
COVÍR^.Rg) -  \ ( X ¿  E -  Rf  ( 1 - x £ + 1 ) )  = 0
cov(Rq ,Re> -  X (X¿  E *4- Rf -  R f )  = 0
cov(R^,Re ) -  \ ( E ( R ^ )  -  R f )  = 0 ( 4 . 8 )
3) Eliminando \  en (4.7) y (4.8):
. c°v.;rv g e) (4,9 )
« ¡ O  - %  cr <K>
y operando:
fr^  . E(R) — R^
E(Rq) = Rf 4- -------------- * C0V'(Ra ’Re) (4*10)
cr (Re)
Como la cartera de mercado M es una cartera eficien 
te, podemos sustituir R^ por R^ en (4.10) (2 9):
f~~y E ( Rn/r) — R r>
E(Rq ) = Rf 4- ----- — —  . C0'V(R ,Rm ) (4.11)
cr
y como X^ era una cartera cualquiera, en particular puede es­
tar compuesta por un sólo título i, con lo cual (4.11) queda 
de la siguiente manera:
E(Ri) = Rf 4 ----T 7 ~ - ~  • =
ct'IRjjI
\** , . •
= Rf 4- A cov(RitRM ) (4.12)
E(Rm ) ~ Rf
donde A =  r; ~ T  (4.13)
cr(RM )
/ ^  ‘—^la cov(Ri,R^ I) vimos en el capítulo II, ecuación (2.
14), que era una medida adecuada del riesgo de un título en -
los ejes (E,<r ). Por lo que (4.12) nos dice que existe una 
relación lineal entre la rentabilidad y el riesgo de un títu­
lo. Si expresamos (4.12) en el contexto de los ejes (E,cr), - 
encontraremos una expresión similar a la (3.62) del capítulo 
anterior tal como íbamos buscando:
• E(r 1 ) = Rf 4- E(HM } ~ Rf • C°V(R1’V -  =
cr(R¿) cr(RM )
sólo que ahora al ser M la cartera de mercado y existir una - 
correlación perfecta entre la cartera de mercado y el resto - 
de las carterás eficientes de la CIVIL (ver (3.107)), la reía - 
ción (4.14) es fija y no varía de una cartera eficiente a 
otra, además de que el riesgo de un título individual en los 
ejes (E, cr )» o en los ejes (E,CT ), es tínico y tampoco varía 
de una cartera eficiente a otra.
A estos resultados se llega no tanto por haber su­
puesto las expectativas de los distintos inversores homogé- - 
neos, sino por haber introducido el título libre de riesgo, - 
ya que aunque todos los individuos tuviesen expectativas homo, 
géneas, la relación entre el rendimiento y el riesgo de un tí^  
tulo seguiría siendo (3.62). Es la introducción del título 11 
bre de riesgo lo que permite llegar a (4.14) (30).
Si comparamos las ecuaciones (4.4) y (4.14), vemos 
que los precios por el paso del tiempo y por la reducción del 
riesgos Rf y X* son los mismos, lo tínico que ocurre es que - 
cr'(Rf) no es una medida adecuada del riesgo de un título, s¿ 
no que en los ejes (E,CT), en los cuales expresábamos (4.4), 
el riesgo de un titulo viene dado por cov(R^,R^)/cT(R^) y, en 
consecuencia, el precio por la reducción del riesgo no debe - 
multiplicara CTÍRf) sino a cov(R^,R^)/cT(R^) (31).
Representando gráficamente (4.12) y (4.14);
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Figura 4.3.
Figura 4.4.
A la recta proporcionada por (4.12) o (4.14) Sharpe 
(32) la llama Línea del Mercado de Títulos y en la literatura 
financiera, es común referirse a ella por las siglas SML (Secu 
rity Market Line).
En la línea del mercado de títulos no se sitúan úni 
camente los títulos, sino también las carteras, tanto si son 
eficientes como si no lo son. El caso de que sea una cartera 
ineficiente la que se situé en la recta SML.. ya está demostra­
do en la expresión (4.11) anterior. Para ver que las carteras 
eficientes también están sobre la SML, no hay más que compro­
bar cómo se puede pasar de la expresión (4.1) a la (4.11).
La ecuación de la CML es por (4.1):
E (%) -_Rf
'm '
B(H ) = Rf 4- ----— - ^ ( V  (4*15)
P CT(Rm ) P
en donde p hay que remarcar que era una cartera eficiente 
cualquiera. Como las carteras eficientes de la CML tienen un 
coeficiente de correlación con la cartera de mercado igual a 
la unidad:
/>/
f v , M
cov(Rp,R[fl)
<r(Rp)
Despejando CTÍR-J:
Xr
^  cov(R ,RM )
r ( v - ^ r -  -
y llevando (4.16) a (4.15):
B(r )  = Rf. * . ■ °°v(. V V .
<r(fiM) cr(%)
17 n
" Rf ~  ^
B(Hp) = Rf 4 ----12— -- —  . cov(R ,%) (4.17)
O- (%)
que es la expresión de la SML hallada en (4*11) (33).
Por lo tanto, como indica Sharpe (34), "en el equi­
librio toda cartera y todo titulo han de estar en la línea - 
del mercado de títulos"♦ De modo que la ecuación (4*14) es la 
relación fundamental del modelo de precios de equilibrio de 
los activos financieros (35).
4.5. Los Precios de Equilibrio de los Activos Financieros
Se habrá observado que aunque acabamos de afirmar - 
que (4.14) es la relación fundamental del modelo de precios - 
de equilibrio dd los activos financieros, en dicha relación - 
no intervienen para nada los precios de los títulos, sino la 
media, varianza y covarianzas de los mismos. En realidad, en 
(4.14) lo que se está afirmando es que, bajo los supuestos - 
enunciados en la sección segunda de este capítulo, los pre­
cios de los títulos al principio del período de planificación, 
común para todos los inversores, han de ser tales que (4.14) 
se cumpla para todo título y para toda cartera (36)•
En el capítulo II, ecuación (2.6), expresábamos la 
rentabilidad de un título de una empresa i de la siguiente ma
ñera:
P,o - P, - 4* d
Pi1
Si ahora, por comodidad, englobamos los dividendos d ^  en el 
precio del título al final del período 1 6 principios del pe 
ríodo 2, podríamos expresar (2.6) de la forma siguiente:
%  = (4.18)
Pi1
Si llamamos:
V^ .j al valor de mercado al principio del período 1 de to­
dos los títulos de la empresa i.
Vi2 al valor de mercado al final del período 1 <5 princi- - 
pios del período 2 de todos los títulos de la empresa 
i, incluyendo cualquier tipo de dividendo.
Es evidente que también puede expresarse la rentabilidad de - 
los títulos de la empresa i del modo siguiente (37)J
^i2 - Vi1H. = - A  A -  (4.19)
V
i1
Denotando por: 
n
VM1 = V .1 al valor de mercado al principio (4.20)
7Z., del período 1 de todos los títu­
los de todas las empresas.
rs/ , ^  rs/
Vm 2 = A  valor de mercado al final del (4.21)
1=1 período 1 6 principio del perio­
do 2 de todos los títulos de to­
das las empresas.
podemos expresar el rendimiento de la cartera de mercado M por
'En la sección anterior vimos que la ecuación de la 
línea del mercado de títulos era:
^  v \* eov(ÍL ,1L)
E(R±) = Rf + X  -------------------------(4.23)
cr(RM)
A continuación vamos a calcular E(R^), CT(R^) y 
cov(R^,Hjyj) basándonos en las expresiones (4 .19)  y ( 4 . 2 2 ) ,  y 
posteriormente sustituiremos los valores encontrados en. - 
(4 .23)  (3 8 ) .
1) Aplicando el operador esperanza matemática en - 
(4.19)» obtenemos el rendimiento esperado de los títulos de 
la empresa i:
E(R)=---- ------ - Ü _  (4 .24 )
V
2) Tomando varianzas en (4.22), se obtiene la va- 
rianza de los rendimientos de la cartera de mercado:
CT ( % )  = ~ 2  V^M2  ^ ( 4 . 2 5 )
M1
con lo cual la desviación tipica de los rendimientos de la 
cartera de mercado es:
c r ( % )  = — —  cr(V^2 ) ( 4 .2 6 )
VM1
3) Finalmente, la covarianza entre el rendimiento
del título de la empresa i y la cartera de mercado, teniendo 
en cuenta (4.19) y (4.22):
co , R-^j) = ...... (4.27)
Vi1 VM1
Llevando (4.24), (4.26) y (4.27) a (4.23), se tiene 
E(Vi2) - V±1 ^  -y-- - cov(Vi2,VM2)
= Rf *
i 1 ~7 cr" (vM2)
• M1
y operando queda (39):
E (r i 2 ) - Vi1 . , \* 1 ooV(V12fV ^ )
-------------  = nf f /\   .- — ----
Vi1 Vi1
. V* CO V (V . 2 )
E(V 2 ) - V.1 = V±1 Rf 4 X  ------ ~¡— — —
i2 11 11 f <r(vM2)
^  Y* eov(v.?,VM9)
v in ( 1 4 R f ) = E (Vi2) - -A --------? £ ■,,# ? ...
11 f 12 cr(vM2)
B(r 12) - \* - ° - ^ 2S ^ -
v±1 = ------- ■-----;------ — l l g *  (4.28)
1 + Rf ‘
La expresión anterior nos proporciona cuál es el va 
lor de equilibrio al principio del período 1 de la empresa i 
segán las previsiones sobre los precios futuros de dicha em­
presa i y de todas las empresas del mercado. Para ver con ma­
yor detalle el significado de (4.28) es necesario efectuar án 
tes una serie de pasos previos.
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Tomando esperanzas en (4.21):
E(V^2 ) = ¿  E(V\2) (4.29)
i =  1
Por otra parte, hay que tener en cuenta que:
covCV^.Vjjg) = oov(yi2, ^ V 32) = ]T cov(V.2 ,V\2) (4.30)
Í=1 3=1
de modo que la desviación típica del valor total de todas las 
empresas del mercado al final del período 1 es:
J(T ) t  I  V
0 - < O  -  - 5 L Í ÍE Í ---------
M2' <3'<5Íl2> " 0'<%2>
D. H /sy 11
^ ^ c o v ( V i2,Tj2)) 2 I COV V^i2’VM2)
= -IrlJrJ__________ :___ = _Í2l___________  (4 3 i)
^  <r(VM2) cr(vM2)
Sumando ambos miembros de (4.28) para todas las em­
presas de 1 a n: n r ^ s  r ^ /
v* > C0V'
n cov V^i2,VM2^
^ e (y í2) - X * i== 1______________
n i^i ^(^2^
y - v   ------------------------------------  (4.32)
i=1 1 + *f
y teniendo presente (4.20), (4.29) y (4.31):
E(vM2) - x* cr(vM2)
V = ------------------------ (4.33)
1 4 Rf
de modo que el valor esperado y la desviación típica del valor
total de todas las empresas son valorados por el mercado al -
principio del período 1. El precio de una unidad de valor es-
perado es mientras que el precio de una unidad de -
desviación típica es - X/(14-Rf). En la ecuación (4.29) se 
puede ver que la contribución de la empresa i a la media del 
valor de todas las empresas es EÍV^)» mientras que la contri_ 
bución de la empresa i a la desviación típica del valor de t£ 
das las empresa^, por (4.31), es cov(V^ o tV^p)/ 0 " ( ) »  Así 
que observando (4.28) se puede comprobar que esas contribucio 
nes de la empresa i a la media, y a la desviación típica del 
valor total de todas las empresas son igualmente valoradas a 
los precios l/( 14-R^) y - X/(l4Rf), que antes se aplicaban
a la media y a la desviación típica del valor total de todas
las empresas, independientemente de cual sea la empresa en - 
cuestión.
Ahora nos queda por ver cuáles son los precios de - 
equilibrio de los títulos o acciones de las empresas. Para ha 
llar estos precios es necesario tener en cuenta (4.19*) y (4. 
19")• Es decir, suponiendo que el número de títulos de la em­
presa i sea n^, entonces si no hay ampliaciones ni disminuci£ 
nes de capital durante el período de estudio:
Vi1 = ni Pi1 (4.34)
\ 2 = ní r í 2 . (4.35)
con lo que:
E(Vi2) = n± E(Pi2) _ (4.36)
cov( q 2 ,%2) = c o v ^  Pi2. % 2) = ^  cov(?i2’% > )  (4.37)
y llevando (4.34), (4.36) y (4.37) a (4.28):
1 8 r
v
1 4 Rf
1 4 Rf
/
E(Pi2) -
p.i1 (4.38)1 4 Rf
Esta última expresión (4.38) puede volver a inter­
pretarse como lo hicimos con (4.28) y (4.33). Es decir, el - 
mercado asigna al valor esperado de un título un precio - 
l/(l4Rf) y a la contribución de dicho título a la desviación
Pero además de esta interpretación también puede darse otra 
tal vez más interesante: si invertimos P ^  pesetas en un títu 
lo libre de riesgo, al final del periodo 1 se nos retornará - 
el dinero invertido y habremos obtenido una rentabilidad de - 
Es decir, al final del período tendremos P^^(14R^) pese­
tas con total certeza. Si observamos (4.39)» nos daremos cuen 
ta que P^^(14R^.) es igual al primer .miembro de dicha expre- - 
sión, por lo que el segundo miembro de:
es el equivalente monetario cierto de P ^  pesetas invertidas
en el título arriesgado i, ya que es igual al valor esperado
/ ^  \del título i: E(P^2) menos un ajuste por el riesgo de dicho -
típica del valor de todas las empresas el precio
M2
(4.39)
título, ajuste que es igual al precio por la disminución del 
riesgo multiplicado por el riesgo efectivo del título:
\* coy(g/j2,% 2 >
Como tanto los valores esperados de las empresas, - 
como sus desviaciones típicas, como sus covarianzas con el va 
lor total de todas las empresas del mercado se suponen dados 
o conocidos al principio del período 1, si X  previamente lo 
hemos calculado al hallar la SML, entonces la ecuación (4.28) 
nos proporciona directamente cuál es el valor de cada una de 
las diferentes empresas. Si por el contrario, no queremos par 
tir del \  previamente calculado, ya vimos en la nota a pie - 
de página (39) que la ecuación (4.28), al expresar X en fun 
ción de (4.22), quedaba como sigue:
Vi1
(1+Rf)
E(V12) - (--- «  J ¡1— *- ) oó»(V1 2,VM2)
cr  ^ M2'
n
(4.40)
Si en (4.40) sustituimos por su correspondiente
valor ZZ Pj 1 y tenemos en cuenta conjuntamente las n ecua- 
i=1 11
ciones (4.40) correspondientes a las n empresas existentes en 
el mercado, entonces nos encontramos un sistema de n ecuacio­
nes con n incógnitas: (i=1,2,...,n) que, por lo general,
tendrá una solución única y determinada.
4.6. Las Decisiones de Consumo-Inversión y los Precios de 
Equilibrio: una Deducción Alternativa de la SML.
%
En este epígrafe vamos a deducir los precios de equi 
librio de los activos financieros y la SML suponiendo que cada 
individuo se enfrenta a una decisión de consumo-inversión que 
debe optimizar (40).
Aunque este enfoque, desde el momento que obliga a 
hacer mención de las funciones de utilidad de los inversores, 
es más complejo y no permite un análisis tan detallado de los 
diversos aspectos del CAPM vistos hasta ahora, sin embargo re 
sulta muy interesante ver cómo se consigue el equilibrio de 
mercado cuando se agregan las demandas de cada uno de los ac­
tivos financieros de todos los inversores.
Al emplear valores agregados con expectativas homo­
géneas, desaparecerán los gustos de los consumidores resumí. - 
dos en sus respectivas funciones de utilidad y así llegaremos 
a las ecuaciones de los precios de equilibrio y de la SML - 
idénticas a las ya encontradas con anterioridad en este capí­
tulo. Al mismo tiempo, este estudio de la agregación será uti 
lizado posteriormente en el capítulo VI sobre la relajación. - 
de los supuestos del CAPM, cuando se traten las expectativas 
heterogéneas y el capital humano.
En el capítulo II, al hablar sobre las decisiones - 
de consumo-inversión, suponíamos una situación simple, de dos 
períodos, donde el individuo debía decidir al comienzo de ca­
da período cómo repartir su riqueza entre consumo e inversión.
mLa riqueza inicial del primer período suponíamos
que incluía el valor de mercado de todos sus activos financie 
ros (41) y. las rentas de su trabajo personal que recibía al 
principio de dicho período. Esta riqueza inicial del período 
1 la repartía entre un nivel de consumo c-j y la adquisición de 
una cartera de valores de un importe h-j.
no trabajaba (42), y que toda su riqueza, proveniente de la 
.yenta a comienzos del período 2 de la cartera de valores ad - 
quirida a inicios del período 1, la dedicaba al consumo, sien 
do dicho consumo del periodo 2, segón (2.2):
que los rendimientos de los títulos seguían una distribución 
normal, por lo que el rendimiento de una cartera de valores - 
era normal y, en consecuencia, el consumo aleatorio del perí£ 
do 2, de acuerdo con (4.41), era también una normal.
4*6.1. El equilibrio individual
La expresión (4.4 1), referente al consumo del perío 
do 2, si se tiene en cuenta el valor de las distintas firmas 
o empresas al principio del periodo 2, puede expresarse
de otra forma alternativa:
En el segundo período suponíamos que el individuo -
= h 1 (14-Rp) = ( w ^ o p  (14^,) (4.41)
Asimismo, en el capítulo II hicimos el supuesto de
n
(4.42)
>1
donde: - se incluye el subíndice , i para hacer mención al in-* 
versor i de entre los M inversores del mercado.
- es la fracción de y, por tanto, de Co­
mandada por el inversor i en el período 1, es decir 
la fracción de la firma ó poseída por el inversor i 
después de elegir su cartera óptima al principio - 
del período 1 (43).
Tomando esperanzas y varianzas en (4.42), se tiene: 
Eíc^) = Ví = ¿ x 13 E(Tj2) (4.43)
J=1
<r(o21) = (T^ = Y i  ' Z xí f í k oov^ i 2 > \ 2 ) <4*44)
j=1 k=1
,(44)
Como ya se demostró cuando los rendimientos de los
títulos son normales, la utilidad esperada se puede poner en
L) y v a r ( R 'función de c^  „ E(R ) r(R ), siendo dicha utilidad espera-
da una función creciente de c^  y E(R^) y decreciente con res­
pecto a var(Rp). Teniendo en cuenta que por (4.41), el consu-
i
mo del período 2 es una función directa de R , se puede ge-
nerálizar que la utilidad esperada de un inversor i es una -
2función de cli? y
U i (c1i’Ei ’cri) (4.45)
Dicha función es creciente para c ^  y E^, pero de - 
2
creciente respecto a CT^. Es decir, que un inversor con aver­
sión al riesgo, "ama” o le gusta el consumo del período pre - 
sente y el consumo esperado del periodo 2, pero "odia" o le 
disgusta la dispersión de la función de distribución del con-
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sumo del período 2.
En este nuevo contexto, el problema con que se en­
frenta el inversor i al principio del período 1, es elegir les 
valores de c^, x ^ y  3=1,2,...,n, que maximicen su utilidad - 
esperada sujetos a la restricción dé que el valor del consumo 
corriente del período 1 y la inversión en las distintas empr<3 
sas no supere su riqueza inicial del período 1. Es decir:
Max üi (o1i,El , r^)
n
sujeto a: w u  = cu  4- (4.4-6)
3=1
Si suponemos que la función es derivable, se pus 
de aplicar la técnica de los multiplicadores de Lagrange y - 
plantear la función objetivo:
V o u ’V ^ }  + • «.47)
j=1
Las condiciones necesarias de primer grado están - 
formadas por el sistema de ecuaciones resultante de.derivar - 
parcialmente (4.47) con respecto a c^, x ± y  3= 1,2,..,n, y 
X ^  e igualar a cero el conjunto de estas derivadas:
 i- s 3L- - X. = o (4.48)
3°ii i
J . J K Í  JC.ÍLC. i  J  I  ^
k=1
j=1,2,..•,n (4.49)
2)U± n
3 T  = w 1i ~ °1i “ X x ijT j1 = 0 (4.50)
d A i j=1
llevando el valor de A ^ t  resultante de (4 .4 8), a
(4.49):
^ Ui x ^ üi , ^ u i-57- E<V + -77- 2 r xik“>v<T32»\2) - -rr V  = 0
d E i o <Tjl k=1 a °1l
3=1,2,...,n (4.51)
Por tanto, cada inversor se enfrenta a un problema 
tal como el planteado en (4.46) y mediante el sistema de ecua 
ciones expresado por (4.51) y (4.50), determina el valor ópti 
mo de su consumo corriente en el período 1: c^, así como las 
distintas participaciones a comprar dé las diferentes empre - 
sas al principio del período 1: x ^ ,  j=í,2,...,n. Esas fra£ - 
ciones deben ser tales que, si sumamos las participaciones de 
una empresa en particular j poseídas por todos los individuos 
se obtenga la unidad:
M
^ ^ij =  ^ ¡j— 1,2-, • • • , n (4.52)
j=1
con el fin de que se pueda conseguir el equilibrio del merca­
do.
Si antes de efectuar esta agregación, dividimos am-
O
bos miembros de (4.51) por SUj/ocf^ , se tiene:
31L/3E, _  n _  ^  2>UV Se.
- s ^ v  * v  - ^ 7 7 - vii'°
1,2, • • •, n (4.53)
. Para ver el significado de los cocientes de las derjL 
vadas parciales de (4.53), no hay más que hallar la diferen -
p
esta ecuación nos expresa cómo puede variar c^, Ej¡ y <T| man 
teniéndose constante el nivel de la utilidad esperada. En 
(4.54). se puede analizar cómo varían 2 cualesquiera de las 3 
variables de que depende dejando invariante la utilidad es 
perada por el inversor. Así, si queremos hallar la tasa marg¿ 
nal de sustitución del consumo esperado en el período 2 con - 
respecto a la varianza del consumo del mismo periodo no hay - 
más que igualar dc-j^  a cero y despejar dcr^/dE^s
a < r ? '2>u , / c>e ,
1 i 1 (4<55)
d ^  ¿Uj/acrf
Del mismo modo, haciendo dE^ = O en (4.54) y despe­
jando apropiadamente, se puede hallar la tasa marginal de sus 
titución del consumo del período 1 con respecto a la varianza 
del consumo del período 2:
• <rf ' S V K '  (4.,t)
a on
Por tanto, los dos cocientes de las derivadas par - 
ciales que intervienen en (4.53) son las tasas marginales de 
sustitución calculadas en (4.55) y (4.56), de modo que (4.93), 
que representa la parte de la firma j demandada por el inver­
sor i, puede expresarse de la siguiente maneras
4.6*2. El equilibrio del mercado
Par^ hallar una expresión del valor de equilibrio - 
%
de la firma j al principio del período 1, es necesario -
agregar todas las ecuaciones de demanda de la firma j de los 
distintos inversores y tener en cuenta la restricción de equjL 
librio (4.52) (45):
M rl rr2 n M . -,2
rU Cl , \ r  d CT . ±- E(V„) 4-2 2_ oov(Vv .,Vw ) 4- V.. = 0i=1 d E.
y llamando:
.2M dcr
y - z — —  (4 - 59>i=1 dEi 
M dtr2/ » ao 4
Ó -  y  —  (4.60)
1=1 dc1l
se puede expresar (4*58) de forma más reducida como sigue:
- ^ E ( V j 2) 4- 2 y  cov(Vá2,Vk2) 4-'£v31 = 0  3=1.2,....n
k=1 (4.61)
Para hallar el valor de.mercado de equilibrio de la 
firma j al principio del período 1, no hay más que despejar - 
en (4.61):
V 31 = e^V3 2  ^ 7~ Z C0 V^V3 2’vk2 -^ 3=1.2»....n
* ¿ k=l U 6 2 )
de modo que dicho valor de mercado de equilibrio de la firma j 
depende de su valor esperado en el período 2, de las covarian 
zas de su valor en el período 2 con los valores de todas las
firmas del mercado en dicho período y de los gustos de los con 
sumidores resumidos en ^ y ¿ •
A continuación vamos a interpretar los cocientes X/¿
y 2/¿ con el fin de llegar a una expresión más concreta de
(4.62). Como vimos en el epígrafe anterior, los valores de mer
cado al principio del período 1 y 2 de todos los títulos de t£
das las empresas eran según (4.20) y (4.21):
VM1 « ¿  (4.63)
3=1
% 2  = ¿  V  (4.64)
3=1
donde la media y la varianza de (Q.ue puede ser interpreta 
da como el valor de toda la riqueza invertida en el período 1) 
vienen dadas por:
E(VM2) = ¿  E(V\2) (4.65)
3=1
cr (VH2^ = "y cov(V^2*^k2^ (4.66)
3=1 k=1
Si ahora agregamos (4.62) para todas las firmas y te 
nemos en cuenta (4.65) y (4.66), podemos despejar y obtener la 
expresión explícita de 2/¿ :
VM1 = ~3~ E (VM2^ °'2 (VM 2 h  (4.67)
2 Vi E ( ^ 2 ) - TM1
^ ar (vm 2^
y llevando el valor de (4.68) a (4.62):
( 4* 68)
1 9r
V31 - x  e < v  -
r/¿ E(vM2)-vM1
<r (%>)
n
Z COv(?d2 *Vk2>
k=1
(4.69)
Por otra parte, como:
n
cov(V^2 ,VM2) - cov(V^2 , ^ V k2) - Y l c o v l V . ^ )  (4.70)
k=1 k=1
se puede escribir (4.69) del siguiente modo:
t j , - - f  « v . E ( % 2) - VM1
<r
j— 1,2,,.. ,n (4.71)
y si efectuamos el cambio de variable:
X  X
í ~ e
(4.71) quedarla como sigues
(4.72)
t J ' - T
E(Vd2) - (•
E(VM2) - @ V M 1 _ r
) cov(Vi2,7M2)
\ VMO /cr '•‘ 2
(4.73)
j— 1,2,...,n
Ya hemos dado antes una interpretación del cociente
2/¿ ' 9 y ahora nos queda por interpretar el otro cociente V<$
o, lo que es lo mismo71/© • Supongamos que existe una firma,
llamémosle firma cero, cuyo valor de mercado en el período 2
*
no esté correlacionado con el valor total de mercado de todas
1—' - 1— /
las firmas en el período 2, esto es: cov (Vq £ jV ^ )  = O* Para 
esta firma en particular, (4.73) se reducirla a:
1 ~
T01 = -©- E <V02>
y despejando 6 :
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Q  e (v02) _
0  = ----2^—  = 1 4- EÍEq ). (4.74)
V01
Por tanto, 0 puede ser interpretado como uno más - 
el rendimiento esperado de los títulos de una empresa cuyo va 
lor de mercado en el período 2 no esté correlacionado con el 
valor de las restantes firmas en dicho período (46).
Al mismo tiempo, si c o v(Vq 2 = °> se tiene que 
c o vCBq .Rjj) = 0, ya que:
r-~>
. 02 ^M2
c o v ( ^ , R m ) = cov(— 1, — -  1) =
V01 % 1
=     cov (Vn9,vL) = O (4.75)
V v 02 ’ M2
V01 M1
Si en el mercado existe un activo libre de riesgo, 
de modo que se puede prestar o pedir prestado sin limitación 
alguna cualquier cantidad de dinero a la tasa de interés Rf, 
entonces podemos sustituir E(Rq ) por Rf en (4.74)» ya que por 
definición ^47) un título libre de riesgo, denotado por el - 
subíndice n-í-1, es aquel que sea cual sea la cartera arriesga­
da p:
0 0 7 ( ^ 1 , ^ )  = O 
y en particular, cuando p es la cartera de mercado:
C0V(Rn 4 1 = 0 ' (4.76)
Por tanto, en el caso de que exista un título libre 
de riesgo, 0 quedaría expresado como sigue:
9  = 1 + Rf (4.77)
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En resumen, dada la interpretación de Vi y 2/j 
sólo nos queda por sustituir el valor de 0 en la expresión - 
(4.73):
V31 = 1+R
e (v .2 ) - (
Ü(VM2) - (H-Hf )VM1
O- (Vjj2)
)cov(?á2,VM2) 
j= 1,2,«#*,n
(4.78)
de modo que se obtiene una expresión del valor de mercado de 
la firma j al principio del periodo 1 idéntica a la ecuación
(4.40) deducida anteriormente por otros medios.
A la expresión (4.78) se le puede dar una interpre­
tación similar a las expresiones (4.28) y (4.39) de este capj[ 
tulo. Es decir, una firma j cualquiera ofrece al posible in-
is/
versor en el período 1: una rentabilidad EÍV^)» y ri©s80 
o covarianza de su valor de mercado en el periodo 2 con el va 
lor total de mercado de todas las firmas en dicho período: —
0~* r*J
c°v(v.2 ,vM2;. El precio de mercado en el período 1 de una uni 
dad de rentabilidad es:
1 4- R,
(4.79)
mientras que el precio de mercado de una unidad de riesgo es:
cr
1 4- R,
(4.80)
Por otra parte, al igual que hicimos en el epígrafe 
anterior, se puede decir que el valor de mercado de la firma 
j en el período 1 es el valor actual del valor de mercado es­
perado ajustado al riesgo de la misma en el período 2.
1 D N.
Por último, queda por demostrar cómo se puede pasar 
de las ecuaciones de precios de equilibrio de los activos fi­
nancieros %dados por (4.78) a la expresión de la Línea del Mer 
cado de los Activos Financieros. Para ello, vamos a partir de 
la definición (4.19) del epígrafe anterior que expresaba el - 
rendimiento de los títulos arriesgados en función del valor 
que los mismos tomaban en el período 1 y 2 y tomar esperanzas 
como lo hicimos en (4.2 4):
E(R J   --------- ¿i- (4.81)
J V
31
y luego utilizaremos la expresión de los precios de equil¿ - 
brio de los activos financieros. Así, operando en (4.78) se 
tiene:
Vá 1 - V d1Rf = E(V  - (— — Z-5T-f— >
<r <■ vm2j
de donde:
C0V(7; j 2 « W
cr \ vm2'
B(h ') IL.1 (B(?M 2 ) - ( 14Rf )VM 1 ) cov(Vi 2 VM 2 )
3 vá1 ^ T v M2) t 31
(4.82)
Por otra parte, de (4.24) sabemos que:
, ¿
VM2 = VM1 - (4.83)
y tomando esperanzas y varianzas en (4.83), se tiene:
e (^M2) = VM1(UE(^)) (4.84)
0-2 (%2) = o-2 (%) (4.85)
Si ahora llevamos los valores de (4.84) y (4.85) a
(4.82), nos queda:
B(S’ ) « R 4- c°v (V12.VM2)
¿ f 772 \
VM1 ^  V j1
S(* ) . Hf * ”* • — W .  (4.86)
1 <r (%)
y finalmente, teniendo en cuenta (4.27):
. (^Rj^) “
B(V = % +
cr v m
4- X /V/ />/E(R.j) = Rf A  cov(R.. >Rjyj) (4.87)
donde (4.87) es igual a la expresión (4.12) de la SML demoa -
trada anteriormente.
En resumen, se pueden deducir las ecuaciones de los 
precios de equilibrio de los activos financieros y de la SML 
basándose en las decisiones de consumo-inversión que debe ado£ 
tar un individuo racional.
El sistema de n4-1 ecuaciones (4.50) y (4.51) propor 
ciona los valores óptimos de c ^  y las (j=1,2,...,n) de - 
uno cualquiera de los M  inversores del mercado. Si a las ecua 
ciones (4.50) y (4.51) de todos y cada uno de los inversores, 
se añade las n ecuaciones de equilibrio del mercado dadas por 
(4.52), se puede determinar el equilibrio individual de cada 
uno de los inversores y los n valores de equilibrio de cada
una de las firmas del mercado.
Aunque a primera vista parece que se determinan pre
cios absolutos, como bien advierte Fama (48), uen realidad, - 
el modelo determina tínicamente los precios relativos. Hay n4*1
bienes en el cercado en el período 1: las n acciones de las -
%
firmas individuales más el consumo corriente. El modelo deter 
mina los precios de las n acciones en términos de -esto es, en 
unidades- consumo corriente, así que el consumo corriente es 
numerario”.
Volviendo un poco la vista atrás, en este capítulo 
hemos demostrado la ecuación de la SML, que es la relación - 
fundamental del modelo de precios de equilibrio de los ¿cti- 
vos financieros, por dos vías alternativas: una, a partir de 
la generalización del modelo de dos parámetros de selección - 
de carteras de Markowitz y del hecho de que la cartera de mer 
cado es eficiente, y otra, a partir de la agregación de las 
decisiones de consumo-inversión de los individuos, sin necesj 
dad de apoyarnos en la eficiencia de la cartera de mercado.
Asimismo, también conviene remarcar que tanto la - 
SML (donde se encuentran todos los títulos y carteras, efi- - 
cientes o no) como la jCML (en la que únicamente se sitúan las 
carteras eficientes) se deducen en base al mismo sistema de - 
ecuaciones (3.79), pudiéndose además pasar directamente de la 
CML a la SML, por lo que no resulta lógico tratarlas separada 
mente como si fuesen cosas completamente diferentes. En defi­
nitiva, tanto en la CML como en la SML se viene a decir lo - 
mismo: que el mercado únicamente recompensa al individuo por 
soportar aquella parte del riesgo de una cartera de valores ó 
de un título que no se puede eliminar mediante una diversifi­
cación adecuada.
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todos los títulos del mercado deben estar en manos de al­
guien".
FRANCIS, J.C. y ARCHER, S.H.:."Análisis y Gestión de Car­
teras de Valores". Ediciones ICE. Madrid, 1977, p. 132.
(20) SHARPE, W.F. (1976),óp.cit., p. 109.
(21) Es decir, que para una misma desviación típica tendrán un 
rendimiento esperado menor.
(22) La pendiente de la CML "nos dice la cantidad de rendimien 
to esperado adicional que es requerida por un incremento 
en la desviación típica".
VAN HORNE, J., op. cit., p. 55.
(23) MOSSIN, J., op. cit., p. 781.
(24) Tal como se demostró en el epígrafe 2.4 del capítulo II.
%
(25) Dicha relación lineal venía expresada por (3.62).
(26) para llegar a la ecuación de la línea del mercado de los
activos financieros, seguiremos el desarrollo matricial 
de Aftalion y Viallet, aunque con ligeras modificaciones: 
AFTALION, F. y VIALLET, C.: "Theorie du Portefeuille". -
Presses Universitaires de Prance. Paris, 1977, cap. V.
(27) Los pasos necesarios para poder encontrar la relación li­
neal entre la rentabilidad y el riesgo de un título indi­
vidual serán: Premultiplicar la expresión (4.6) por Y* , 
luego por y, finalmente, eliminar X de las dos expre 
siones resultantes.
(28) En la expresión (4.5) podríamos haber actuado con la ma­
triz de varianzas-covarianzas'ampliada, y con un vec_- 
tor columna de (¿4-1) elementos, | y  entonces ha­
blar de una cartera cualquiera que no contuviese ónicamen 
te títulos arriesgados, sino también al título libre de - 
riesgo, pero ello es innecesario desde el momento en que 
la fila (n41) y la columna (n+1) de la matriz ampliada -e^ 
tán formadas por ceros, y, por tanto:
r -1 X
X» xn4-1 VA xn+1
= X' VX
(29) "Así, la eficiencia de la cartera de mercado, y el modelo -• 
de equilibrio de los activos financieros son inseparables’.' 
COPELAND, T.E. y WESTON, J.E.: "Financial Theory and Cor-
porate Policy”. Addisson-Wesley Publishing Company. Uni­
ted States. 1979» p* 161.
(30) Para una más amplia exposición del papel que juega el ac­
tivo libre de riesgo en el CAPM, mirar:
PAMA, E.F. y MILLER, M.H.: ”The* Theory of Pinance1'. Holt, 
Rinehart and Winston, Inc. New York, 1972, p. 286-295.
(31) ”E1 riesgo que es atribuido a los títulos es completamen­
te exógeno. Los títulos son arriesgados porque sos pre- - 
cios fluctúan. Pero la causa de esta fluctuación de los 
precios rara vez se especifica. La literatura parece aso­
ciar el ”riesgo del mercado” con el ciclo económico y el 
riesgo de los títulos individuales con cambios tecnológi­
cos aleatorios o la demanda incierta. Pero cualquiera que 
sea la atribución hecha, tal riesgo permanece fuera del 
modelo”.
COOTNER, P.H.: ”Capital Asset Pricing in a General Equili 
brium Framework”. Journal of Financial and Quantitative - 
Analysis, vol. 13, n2 4, noviembre 1978, p. 613-624, p. - 
613.
(32) SHARPE, W.F. (1976), op. cit., p. 117.
(33) En realidad, no hacía falta hacer esta demostración, ya 
que al definir la cartera q dijimos que era una cartera - 
cualquiera, no necesariamente eficiente, pero que podría 
serlo, por lo que la cartera q de (4.11)*puede ser efi- - 
cíente o no.
(34) SHARPE, W.F. (1976), op. cit., p. 118.
(35) En realidad, la expresión (4.1) de la CML y la (4.14) de 
la SML son una misma cosa desde el momento que ambas se 
deducen desde el sistema de ecuaciones (3.79) del capítu 
lo anterior. Aunque nosotros hemos demostrado (4..14) por 
medios analíticos a partir de (3 .79)> existe otra demos­
tración alternativa de (4.14) a partir de (4.1).
Acabamos de ver cómo se puede pasar de (4.1) a (4 .17) te­
niendo en cuenta que el coeficiente de correlación entre 
el rendimiento de cualquier cartera eficiente y el rendi­
miento de la cartera de mercado es la unidad. En (4.17),
\ífr ^
el mercado recompensa al precio A = (EÍR^J-R^Í/CT^R^) , - 
el riesgo de la cartera eficientep: cov(Rp,RM )/Q-'(RM ). El 
rendimiento de una cartera eficiente compuesta por n títu 
los arriesgados más el título libre de riesgo es según
(3.7 4):
n
EP = J-, XiRi * xn4-1 Rf (4.17-)
Llevando (4.171) a (4 .17), se tiene: .
r~—S  / n /
^  cov(R ,Rm ) V* cov(^ 1xiRi-xn-HRf’% )
E(R_) = Rf 4----------------------- = Kf 4 A  — ----- ---------
p f c t (rm ) críRnj) f <t (rm )
(4.17")
y recordando que debido a (3.66): cov(Hf ,I^) = O, (4.17") 
queda del siguiente modo:
E(R ) = Rf 4- X*
n cov(ÍC , % )
[ v (4.17’")
i=1 <3^%)
Los Xj de (4.17— ) corresponden a las proporciones de los 
títulos arriesgados invertidos en una cartera eficiente* - 
Si un individuo no mantiene una cartera eficiente, sino - 
que se empeña en invertir la totalidad de sus recursos en
un título i arriesgado, siendo nulas las proporciones in­
vertidas en el resto de los títulos arriesgados y en el - 
título libre de riesgo, la valoración del mercado (4.17IM) 
para el caso particular de este individuo, quedaría como - 
sigue:
\ ^  CO v (Rj , Rtwt )
Ed^) = Rf 4- X  ----- (4.17^)
(F ( Rjj )
siendo la expresión (4.17x2) idéntica a la (4.14) demostra
\
da antes por otros medios.
Por tanto, como la contribución de un título arriesgado - 
al riesgo o desviación típica de una cartera eficiente p, 
CT(Rp), es según (4.17IM ): c o v ( R ^ ^ J / C T ^ ) , dicha con­
tribución es la que hay que multiplicar por X a. la hora 
de valorar el rendimiento de un título individual.
(36) "Si cada inversor debe poseer la misma combinación de tí­
tulos con riesgo, entonces el precio de los títulos debe 
ser tal que le induzca a poseer tal combinación".
JEAN, W.M. , op. cit., p. 216.
(37) Ya que si n^ es el número de títulos de la empresa i:
Vi1 = ni Pi1 (4-19*)
y sustituyendo (4.19') y (4.19") en (4.19):
r>y niPi2 “ ni Pi1 ^i2 ~ Pi1 / \R = ----i— ¿-L- = — (4.19m )
ni Pi1 Pi1
llegamos a la expresión (4 .18)-.
(38) Para desarrollar este epígrafe nos hemos basado principal 
mente en la obra d e :
PAMA, E.F. y MXLEER, M.H., op. cit., p. 295-298.
(39) En ocasiones el valor de X = (E(R^) - Rf )/<T(Sj¡j) también 
se desarrolla de acuerdo con (4.22). Y así, tomando espe­
ranzas y varianzas en (4.22) y sustituyendo los valores -
Y*encontrados en A  :
E < W  - VM1 n
\ * = f E (^M2) - W 14-Rf) '
r ( ^ )  cr(vM2)
y llevándo el valor de \  encontrado a (4.28):
Vi1 = 14-Rf
E ( Vtwjp ) — V|wr^  ( 1 4-Rf» ) /~s-, r - ^ /
s(v12)-(-  ■£ - - ■ - ! - > »,(v12,vM2)
cr ' m 2 '
AFTALION, F. y VIALLET, C. , op. cit., p. 96.
(40) Para ello nos basaremos en Fama:
FAMA, E.F.: "Foundations of Finance".■ Basil Blackwell. Ox­
ford, 1977, p. 305-314.
(41) Para simplificar suponíamos que no existía otro tipo de - 
activos.
(42) Este supuesto es necesario si se quiere evitar el tener - 
que tratar ahora la cuestión del- capital humano.
(43) Las x ^  suponemos que (al igual que sus equivalentes x.^  - 
del capítulo III) pueden tomar valores negativos. Por tan 
to, no hay restricciones en cuanto a los.ventas al descu­
bierto.*
(44) En el capítulo II, ecuación (2.21).
(45) Obsérvese como en las ecuaciones de demanda de la firma j ■- 
de los distintos inversores, el valor esperado de la firma 
j (B(V32)), su varianza ((qr (V^2) y covarianzas de su va­
lor con el resto de los valores de todas las empresas (cov 
(V^2»^k2^ no dependen de subíndices i alguno, es decir que
estamos suponiendo que hay expectativas homogéneas, por lo
que las previsiones sobre el valor futuro de las distintas 
empresas del mercado coinciden para los diferentes inverso­
res.
(46) En ausencia de un activo libre de riesgo, la firma cero po­
dría ser sustituida por la cartera beta cero del modelo de 
Black que veremos más adelante en el capítulo VI.
BLACK, F. : "Capital Market Equilibrium•with Restrictec Bo- 
rrowing". Journal of Business, vol. 45, ns 3, julio 1972, - 
p. 444-455.
(47) Mirar el epígrafe 3.7. del capítulo anterior.
(48) FAMA, E.F. (1977), op. cit., p. 314.
CAPITULO V
EL MODELO DE KERCADO
5.1. INTRODUCCION
Los epígrafes 5.2 y 5.3 del presente capítulo, refe 
rentes al modelo diagonal, tal vez deberían haber sido expli­
cados a continuación del capítulo III, en el cual estudiamos 
el tema de la selección de cartera y la determinación de la - 
frontera eficiente. No obstante, los restantes epígrafes, so­
bre el modelo de mercado, parece que tiene más sentido tratar 
los ahora una vez que se conoce el modelo CAPM.
La razón por la cual hemos preferido tratar conjun­
tamente, en este momento, el modelo diagonal y el modelo de 
mercado está en que no se pueden separar ambos modelos puesto 
que, en nuestra opinión, el modelo de mercado es un caso par­
ticular del modelo diagonal, aunque se usa con una finalidad 
diferente.
Sobre el modelo diagonal de un índice y el modelo - 
de mercado, existe una amplia confusión, como tendremos oca - 
sión de comprobar a lo largo de los*epígrafes siguientes, y 
tal vez adn sea mayor la confusión cuando se habla del modelo 
de mercado y del CAPM.
Por tanto, el objetivo de este capítulo va a ser in 
tentar dar'luz a estos problemas y aclarar, en lo posible, la 
confusión y controversia que se produce sobre el modelo de 
mercado en los artículos de los distintos autores especializa
2 1 '
dos en tenas financieros.
5*2. los Parámetros del Modelo de un Indice
Al calcular la frontera eficiente, en el caso de n 
títulos arriesgados, ya advertimos que era necesario reali -
n
zar una estimación previa de (3n+n )/2 parámetros. Es decir, 
que hay que estimar los n rendimientos esperados de cada uno 
de los n títulos arriesgados que componen la cartera, sus n 
varianzas correspondientes y las n(n-l)/2 covarianzas de los 
títulos entre sí, antes de pasar al cálculo de la frontera - 
eficiente.
De este modo, si consideramos que una cartera pue­
de estar compuesta por 50 títulos por ejemplo, será necesa - 
rio realizar 1325 estimaciones. Si incrementamos a 75 el nú­
mero de títulos candidatos a formar parte de la cartera, el 
número de estimaciones necesarias pasa a ser 2925. Como pue­
de comprenderse, esto conlleva un enorme esfuerzo de cálculo 
previo al planteamiento del problema de determinar las carte 
ras eficientes.
Las estimaciones de estos parámetros pueden basar­
se en datos históricos, siempre que se disponga de ellos y - 
que se piense que el comportamiento futuro de los valores no 
va a variar sensiblemente respecto al comportamiento de los
mismos observado en el pasado. Si no se dispone de estos dates
históricos o si parece estar claro que el futuro no va a ser
una simple prolongación del pasado, no habrá más remedio que 
%
recurrir a asignar unas probabilidades subjetivas a los dis­
tintos rendimientos posibles de los diferentes títulos que - 
componen la cartera en base a los juicios emitidos por los - 
analistas financieros, para finalmente con los rendimientos - 
posibles de cada uno de los valores y sus probabilidades sub­
jetivas calcular los rendimientos esperados, varianzas y co- 
varianzas necesarios para plantear el problema (1).
Para tratar de paliar la laboriosa tarea de estimar 
el gran número de parámetros necesarios para el cálculo de la 
frontera eficiente Sharpe (2), recogiendo y ampliando una 
idea apuntada por su maestro Markowitz (3), desarrolló el mo­
delo diagonal que supuso una notable simplificación en la de­
terminación de la frontera eficiente al reducir considerable­
mente el número de estimaciones necesarias.
Sharpe supone que el rendimiento de cualquier títu­
lo es explicado en su mayor parte por la relación existente - 
entre el rendimiento de dicho título con algún índice referen 
te al nivel o estado del mercado:
= A i  4- B i  I  *  G ±  ( 5 . 1 )
donde:
es un parámetro que indica la ordenada en el origen y ’
o-/
i expresa la parte del rendimiento R^ explicada por va- - 
I
i ? riables omitidas distintas de I, es decir, la parte
2 1 " .
del rendimiento del título i que es independiente del 
índice de mercado,
B^ j es un parámetro que refleja la pendiente de la reía -
/— '
cion lineal entre R^ e I. Indica la intensidad y la 
dirección de la influencia de I sobre R^.
r
0^: es una perturbación aleatoria o parte del rendimiento
i— >
de R^ debida a factores desconocidos y que muchas ve­
ces actáan en sentido opuesto, por lo que tienden a - 
compensarse. La perturbación aleatoria se supone - 
que tiene un valor esperado nulo y una varianza positi 
va finita:
E(cp = 0  i = 1,2,...fn (5.2)
var(C^) = cr2 (c¿) i = 1,2,...,n (5.3)
I : es un índice del nivel del mercado. Puede ser el Pro­
ducto Nacional Bruto, la Renta per Gapita, el Indice - 
de Precios al Consumo, un índice bursátil o cualquier 
otro índice que tenga una influencia importante en los 
rendimientos de los títulos o valores mobiliarios.
Sharpe supone, además, que:
r = *nfl * (5‘4)
donde:
^n4-1! es un Paránietro 0 valor esperado del índice I,
^n4-1s e s  u n a  P 0  turbación aleatoria con valor esperado nu­
lo y varianza finita:
2 1 :
E(V i ) = 0 (5-5)
var(Cnf1) = (T2 (5;+1) (5.6)
Por último, se supone que la covarianza entre las - 
perturbaciones aleatorias de cualquier par de títulos es nula
(4):
cov(G^,C^) = 0  i, j= 1,2,... ,n (5.7)
Sharpe resume todo el modelo hasta ahora expuesto - 
en la siguiente representación gráfica (5):
/-o
T-l
Z i \
cr (s.i)
Figura 5.1
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Con este modelo de generación de rendimientos, pod£ 
moa calcular el rendimiento esperado de cualquiera de I03 tí­
tulos arriesgados tomando esperanzas en (5.1):
BÍR^) = A± 4- B± E(I) (5.8)
r s /
y como el valor esperado del índice I, teniendo en cuenta 
(5.4), es:
E(I) = An+1 (5.9)
podemos poner (5.8) de la siguiente forma:
E(Ri) = A± 4 B An+1 (5.10)
Por otra parte, tomando varianzas en (5.1) y recor­
dando que por la nota a pie de página 4 de este capítulo:
, /v
cov(l,Ci) = 0  i=1,2,...,n (5.11)
tenemos:
cr2 ^ )  = Bi cr ("i) + ¿r2 ^ )  (5.12)
2 ~
y como (I), tomando varianzas en (5.4), es:
C-2(í) = cr2(Cn4.1) (5.13)
llevando (5.13) a (5.12)' se tiene finalmente que:
cr2^ )  = cr (<£*,) + crí^) (5.14)
Por último, la covarianza entre los rendimientos de
cualquier par de títulos, apoyándonos en (5.1), queda:
covÍR^Rp = E £(§^  - E(R^)) (R^-B(R^)) J =
21 ?'
oov(R^ ,H .) = E (Bi(l-An+1) 4- O,) (B,(I-An+1) 4- C,)
= E (5.15)
y recordando (5.11) y (5.7)» resulta que las esperanzas de to_ 
dos los términos contenidos en el corchete de (5.15) son nu­
las con la excepción del primero de los términos, es decir:
cov(Ri,R'.j) = BjBjCr2 :^) = (5.16)
Las expresiones (5.10), (5.14) y (5.16) nos.propor­
cionan las estimaciones necesarias para plantear y resolver - 
un problema de selección de cartera. Pero con la ventaja de 
que ahora para calcular los (3n+n^)/2 datos de partida, úni­
camente es necesario estimar:
1) Los parámetros A^,B^ y cr (C¿) de cada uno de 
los n títulos arriesgados.
2 *
2) La media (A^-j) y la varianza ( CT “
índice I.
Es decir, solamente es necesario realizar 3n4*2 esti
P
maciones frente a las (3n4*n )/2 de antes. Con lo cual por - 
ejemplo en el caso de una cartera compuesta por 75 títulos, - 
las estimaciones se reducen de 2825 a 2 2 7, lo que es una muess 
tra de la gran simplificación conseguida (6).
Pero solamente se obtienen ventajas reduciendo el - 
número de estimaciones necesarias para resolver el problema, 
sino que si planteamos directamente el problema de la deterini 
nación de la frontera eficiente en base al proceso generador
de rendimientos que nos ofrece la ecuación (5.1)» los cálculos 
a realizar para obtener una cartera eficiente también se sim­
plifican, ya que la matriz de varianzas-covarianzas se trans­
forma en una matriz diagonal (7). Veámoslo.
5.3. El Modelo Diagonal de Sharpe
En el capítulo II, vimos que el rendimiento de una
cartera de valores era la media ponderada de los rendimientos
de los títulos que la componían:
b  = ¿  xi ri (5-17)
i= 1
Sustituyendo (5.1) en (5.17), se tiene que:
*P s Z  Xi ^  5i) (5‘18)
i =  1
Si centramos nuestra atención en uno cualquiera de 
los sumandos de (5.17)» veremos que la contribución del ren­
dimiento de uno de los títulos al rendimiento de la cartera - 
puede ser dividida en dos partes:
x i(Ai í'BiI+ C^) =' x ^ A ^ C ^ )  4- xx Bil7
una que depende de las características propias del título: 
x (A ^  .
i i 4- C^) y otra que depende de la relación del título en - 
cuestión con el índice del mercado: x^B^I.
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Del mismo modo, operando en (5.17) se puede llegar 
a que una cartera está compuesta por una inversión en las ca­
racterísticas propias de los n títulos que la componen y otra 
inversión en el índice:
= ¿ xi ( V 5í) * ( I x iBi> ?  (5.19)
i=1 i=1
llamando:
xn+1 = {5.20)
i=1
y teniendo en cuenta (5.4), podemos expresar (5.19) como si­
gue:
^  n  r-t /-/ n+1
Ep = ^ x t(Ai4-Ci) + xn4-1 (An+1 4- 0n+1) ? ¿ xi(Ap-Cp (5.21)
1=1 i=1
Finalmente, tomando esperanzas y varianzas en (5.21): 
^  n-M
E(Rp) = ¿  A1 (5.22)
i=1
O 1 O O ys/
<r(V  = ¿  xi cr (o±) (5.23)
i =  1
Con las expresiones (5.22) y (5.23), acabadas de cal 
cular, ya estamos en condiciones de poder plantear el problema 
de la determinación de las carteras eficientes tal como lo hi­
cimos en el epígrafe 3.2 del tercer capitulo. Es decir:
Min o< = C T 2(R'p)- X  E(Rp)
n ' (5.24)
sujato a: x1 = 1
i=1
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pero ahora, al sustituir (5.22) y (5*2 3) en (5.24), habrá que 
tener en cuenta que se ha añadido una nueva restricción con 
la definición (5.20), por lo que el problema quedará definiti 
vamente planteado como:
Min
n+1 ? p ^  \ n-M
*  = ¿  or (cp ' A  E  xiAi
i=1
4-1
i= 1
n
sujeto a: ^  x^ = 1
i= 1
_n
i=1
E  = x-■i"! "
(5.25)
(5.26)
(5.27)
El paso siguiente sería aplicar mínimos condiciona­
dos de Lagrange y resolver el problema. Pero no lo haremos, 
ya que nuestro objetivo en este epígrafe es simplemente mos­
trar la simplificación obtenida con este nuevo planteamiento.
Si observamos (5.23), veremos que la varianza de la 
cartera p se puede descomponer de la siguiente forma:
2 (Rp>
n-i-1 o ^
r  *io-2« v  ■
i=1
" [?1 x2 -  xn xn+]
O^ÍC.,)... 0 0 X 1
o ... o a x2• «■
• * 
9 •
♦♦
0 ... cr2 (CQ ) ••• 0 X n
o ... o <r2 (cn+1) xn4-1
— — —
es decir, que ahora la matriz de varianzas-covarianzas es dia 
gonal y todas las coyarianzas son nulas. De ahí el nombre de 
”modelo diagonal” dado por Sharpe (8) a su formulación.
Como la matriz inversa de una matriz diagonal es mu 
cho más fácil de calcular, el planteamiento del problema de 
la selección de cartera en base al modelo diagonal no sólo - 
permite reducir el número de estimaciones necesarias de (3n4- 
n2)/2 a (3n+2), sino que hace que los cálculos siguientes, 
•cuando ya se e3tá resolviendo el problema, sean mucho más rá­
pidos*
A continuación podríamos introducir el título libre 
de riesgo a los n títulos arriesgados hasta ahora considera - 
dos, con lo cual llegaríamos a los mismos resultados del epí­
grafe 3.7» sólo que ahora la frontera eficiente sería la rec­
ta que partiendo del punto (R^,0) es tangente a la frontera - 
eficiente de los títulos arriesgados calculada con el uso del 
modelo diagonal (ecuaciones (5.25), (5.26) y (5.27)). Sin em­
bargo, no realizaremos todos los pasos necesarios para probar 
ésto ya que lo consideramos falto de interés; como antes ya 
lo apuntamos, el objetivo fundamental de esta sección es sim­
plemente mostrar la simplificación introducida con el modelo 
diagonal en el problema de la selección de cartera.
Al igual que en los análisis de regresión lineal, - 
la variable dependiente puede estar en función de una o más - 
variables independientes, podemos plantear un modelo donde 
los rendimientos de los títulos dependen de más de un índice, 
es decir, podemos trabajar con modelos de dos índices o de - 
tres índices o de índices múltiples. Aunque con la introduc - 
ción de más de un índice los cálculos son más complicados, ca 
bría esperar como contrapartida que las fronteras eficientes
de un modelo de dos índices dominasen a las fronteras eficien 
tes de un modelo con un índice (es decir, que estuviesen si­
tuadas más hacia arriba y más hacia la izquierda en los ejes 
rentabilidad-riesgo), puesto que un modelo con dos índices - 
usa mayor información y tiene en cuenta un mayor número de in 
-terrelaciones. Sin embargo, aunque han sido pocos los estu- - 
dios que se han llevado a cabo sobre ésto, parece ser que hay 
una cierta unanimidad (9) en que la frontera eficiente obte­
nida por el modelo de la selección de cartera de Markowitz d£ 
mina a las fronteras eficientes de modelos con uno ’o varios - 
índices (10). Pero en cambio, por lo que respecta a la compa­
ración entre modelos de un índice y modelos de índices múlti­
ples, Cohén y Pogue (11) han llegado a la sorprendente conclu 
sión de que el modelo.de un sólo- índice de Sharpe es superior 
eñ eficiencia al modelo de índices múltiples.
Wallingford (12) por su parte analizando una mues^ - 
tra menor, de sólo 20 títulos frente a los dos casos de 75 y 
150 títulos respectivamente analizados por Cohén y Pogue, lie 
ga a la conclusión contraria.
Por tanto, no se está en condiciones de establecer 
conclusiones definitivas sobre la eficiencia de los modelos - 
de uno o varios índices, más si se tiene en cuenta que la fron 
tera eficiente de cualquiera de los modelos es muy sensible - 
al número de títulos que previamente se eligen al azar para - 
formar parte de la cartera a optimizar.
5.4. El Modelo de Mercado
El modelo diagonal hemos visto que tiene como tínica 
finalidad simplificar el cálculo de la frontera eficiente de 
Markowitz, de modo que se reduzca el ntímero de estimaciones - 
•necesarias y que los cálculos consiguientes sean más rápidos 
al ser diagonal la matriz de varianzas-covarianzas. Al tratar
/ v /
este modelo en los dos epígrafes anteriores, definimos a I 
como un índice que influía sobre los rendimientos de los títu 
los y que reflejaba el nivel del mercado o la marcha de la 
economía como un todo.
Ca'be resaltar como en ningtín momento concretamos - 
cuál de entre los posibles índices que proporcionan los servj^ 
cios de estadística y de uso frecuente entre los economistas 
era al que hacía referencia I. La razón de ello está en que - 
si concretamos que I es un índice que refleja el rendimien- 
to de la cartera de mercado (13): R^, entonces el modelo dia­
gonal pasa a llamarse en la literatura financiera "modelo de 
mercado" (14). En palabras de Hagin (15), "el modelo de merca 
do describe la relación entre el rendimiento de los títulos - 
individuales (o las carteras) y el rendimiento de la cartera 
de mercado". Es por ello que "el modelo de mercado constituye 
una potente herramienta para la comprensión del comportamien­
to de los mercados financieros” (16).
Nosotros siguiendo la costumbre ya establecida he - 
mos preferido separar los dos modelos ya que sus finalidades 
son diferentes: el modelo diagonal intenta simplificar la de-
0 0^ 1¿i ¿J .
terminación de la frontera eficiente, mientras que el modelo 
de mercado se ha usado como un modelo empírico ex-post de ren 
dimientos de equilibrio similar en apariencia al modelo de - 
precios de equilibrio ex-ante de los activos financieros des­
arrollado en el capítulo anterior, siendo utilizado en ocasi£ 
nes para probar la validez empírica del CAPM. De modo qqe - 
Mientras el CAPM es una abstracción y una simplificación de 
la teoría del mercado de capitales, el modelo de mercado no - 
está explícitamente ligado a ninguna teoría en particular. El 
modelo de mercado es simplemente una descripción de la rela­
ción que existe entre los rendimientos de los títulos y del - 
mercado... La construcción que es usada para describir la re­
lación del modelo de mercado es la línea característica del 
título” (17).
Por otra parte, el modelo de mercado también ha si­
do usado de forma complementaria al CAPM cuando partiendo de 
la SML se supone luego que el proceso generador de los rendi­
mientos es el modelo de mercado y se intenta expresar los ren 
dimientos de los títulos o carteras en función de su Beta ex- 
post.
Por ello, como los términos modelo diagonal y mode­
lo de mercado se usan como cosas distintas, aunque en reali - 
dad el modelo de mercado no es más que un caso particular del
(N/ <r«-/
modelo diagonal en el caso que I sea R^, hemos preferido - 
tratarlos por separado y usar símbolos distintos en la exposjL 
ción de ambos modelos. Además, ahora vamos a desarrollar el - 
modelo de mercado partiendo directamente del modelo de regre­
sión lineal de dos variables. Las dos variables de la regre -
<v
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sión serán Ri y rm * Así sí ajustamos una línea recta por míni
mos cuadrados a la nube de puntos proporcionada por los dat03
ex-post de R^ y R^, tendríamos que hacer la siguiente hipóte­
sis previa (18):
Figura 5*2
R it
i— 1, 2 ,••• , n 
t=1,2,... ,T
(5.28)
y haciendo omisión del subíndice t con el fin de simplificar 
la expresión:
R (5.29)
donde c<  ^y (8^ son parámetros propios de cada título a es
/■*-/ r~J
timar en base a las observaciones sobre R^ y R^ de que S9 dis 
pongan y £ ^ es la perturbación aleatoria con media cero y - 
varianza finita (19):
E( £ ± ) = 0 
Var( t ^ ) = CT2(
(5.30)
(5.31)
Además, se hacen los supuestos de que son indepen - 
dientes las perturbaciones aleatorias de los diferentes títu-
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los, así como también las perturbaciones aleatorias de los tí 
tulos con respecto al índice R^s
cov( 6^, ¿j) = O i, j=s 1,2 ,... ,n íf¿j (5.32)
cov ( ¿, ^ ,R^) = O i= 1,2,... ,n (5.33)
A la expresión (5.28) Treynor (20) la llama "recta
u
característica del titulo i y es la base de todo el modelo de 
mercado•
Si consideramos distintas muestras de R^ *y R^, los 
parámetros ©c ^  y también pueden considerarse como varia
bles aleatorias con su función de distribución particular. Co 
mo en el análisis de regresión lineal se hace el supuesto de 
que las perturbaciones aleatorias siguen una distribución ñor 
mal de media cero y varianza finita constante y al ser los pa 
ránetros c< ^ y £> ^  funciones de las d  se tiene que 
y ^ también siguen una distribución normal, con lo cual - 
los rendimientos de los títulos son normales (ver ecuación -
(5.29)). En consecuencia, tanto en el modelo de mercado como 
en el CAPM se hace el supuesto de que los rendimientos de los
títulos siguen una distribución normal, aunque en el modelo -
de mercado el supuesto de la normalidad está implícito en el 
supuesto de que las perturbaciones aleatorias se comportan co 
mo una normal de media cero y varianza finita constante.
Si tomamos esperanzas en la ecuación (5.29) llega - 
mos a que: ’
E(Rp = <x.i 4- E(^m) (5.34)
Si ahora suponemos que ¿ = Rf(l - y llevamos este va - 
lor a (5.34):
■ s*
® ( R p  = Rf  ( 1 -  C» i )  + =  %  -t- ^ ¿ ( E Í ^ j J - R p )
(5.35)
Por otra parte, teniendo en cuenta que (b  ^ de acuer 
do con la estimación proporcionada por el modelo de regresión 
lineal es (21):
cov (fil ,%)
(5.36)
 ^ cr (%[)
llegamos a que (5.35) puede expresarse como:
E (r .) = Rf + (5.37)
c t(rm ) ^ ( % )
Por tanto, cuando la estimación de o< ^ proporciona 
da por el método de los mínimos cuadrados coincide con el va­
lor: (1-Px ), el modelo de mercado, de carácter empírico, -
se puede usar como un medio para testar la validez del CAPM - 
en base a datos ex-post (22).
La coincidencia entre (5.37) y (4*14) es la causa - 
de que muchas veces se use el modelo de mercado para contras­
tar la validez del CAPM. En la medida en que en la SML propor 
clonada por (4.14) estaban todos los títulos y todas las car­
teras, eficientes o no, se puede usar la ecuación (5.29) tan­
to a nivel de títulos individuales como de carteras. Normal -• 
mente, los resultados a que se llega expresando (5.2 9) a niveL 
de carteras son mejores, ya que en las carteras los errores -
de medida suelen compensarse y las estimaciones son mejores - 
que usando (5*29) a nivel de títulos individuales.
5.5* Análisis del Riesgo» Volatilidad
Vista esta aplicación del modelo de mercado como mo 
dio para testar el modelo de precios de equilibrio de los ac­
tivos financieros, vamos a pasar a ver dos conceptos muy usa­
dos a nivel teórico y empírico: el riesgo sistemático (o rie_s
go no diversificable) y el resgo no sistemático (o riesgo di- 
versificable).
nUna línea característica de un título es una apro­
ximación de la verdadera relación entre R^ y R^. Los puntos - 
que no están en la línea son posibles y probables. Existen - 
dos orígenes de incertidumbre con respecto a la rentabilidad 
real de un título:
1. El valor real de incierto.
2. El grado de divergencia entre el punto real y la
línea característica del título es incierto.
A estas dos fuentes de incertidumbre se les puede - 
dar una definición formal. A la primera se le llama riesgo 
sistemático y a la segunda riesgo no sistemático1 (23).
Así, si tomamos varianzas en (5.29) y teniendo en -
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cuenta (5.34) y (5.35):
= cr2(%) 4- o-2( £ i) (5.38)
Por tanto, la varianza de un título puede descompo­
nerse -en dos partes (24):
te entre el rendimiento del título con el rendimiento de la 
cartera de mercado y veremos, más adelante, que no se puede - 
eliminar o diversificar dentro de una cartera. En cambio, el 
riesgo no sistemático se puede diversificar o eliminar por - 
completo en una cartera eficiente.
sistemático a nivel de títulos individuales, también se puede 
extender ambos conceptos a nivel de carteras. Como el rendí. - 
miento de una cartera es la media ponderada del rendimiento - 
de los títulos que la componen, se tiene que:
Si ahora sustituimos R^ por el valor que proporcio­
na la ecuación (^29) del modelo de mercado:
2 2/~
C> i 0“ (Rjy|) = Riesgo sistemático (5.39)
2 ^
CT (£j_) = Riesgo no sistemático (5.40)
El riesgo sistemático se debe a la relación existen
Al igual que se habla de riesgo sistemático y no
n
(5.41)
HP =
n
■ Z
i=1
n
RP = I
i=1
n ~  ' n
Y Xí RM + Y. '
i=1 i=1
22 >
(5.42)
(5.43)
y llamando
n
= (5.44)
i=1
f * i  (E = (bp (5-45)
1=1
-”>/ /V/ .
E xi¿i = £ p  (5.46)
i=1
se puede finalmente expresar el rendimiento de una cartera 
del siguiente modo:
RP = f £ p  %  + <5.47)
Por tanto, la ecuación que proporciona el modelo de 
mercado para el rendimiento de una cartera ((5.47)) es igual a 
la media ponderada de las ecuaciones de los títulos i ((5.29)) 
que componen dicha cartera, siendo x^ los coeficientes de pon 
deración.
Tomando varianzas en (5.43), y teniendo presente - 
(5.32) y (5.33), se llega a que:
cr2 (®p) = cr2 (RM) 4 ¿ X 2 cr2^ )  = (b2 <r2(% ) 4 c r2 (£p)
Í = 1
(5.48)
Xa varianza de una cartera es una medida adecuada -
2
de su riesgo si nos situamos en los ejes (E, <r ), tal como vjL 
mos en el epígrafe 2.3 del capítulo II, por lo que el riesgo
total de una cartera puede dividirse en dos partes:
P>p CT (Rjyr) = Riesgo sistemático o no diversificable (5.49) 
%
2 / r-t
(y (¿  ) = Riesgo no sistemático o diversificable (5.50)Jr
Si consideramos una cartera compuesta por n títulos 
que intervienen en la misma proporción:
y llevamos el valor de x^ supuesto en (5.51) a (5.48), podre­
mos comprender por qué el riesgo sistemático no es diversifi­
cable, mientras que el riesgo no sistemático se puede prácti­
camente eliminar:
de las perturbaciones aleatorias es un número finito K, se - 
puede expresar (5.52) como sigue:
Haciendo tender n a infinito, es decir, suponiendo que la car 
tera está compuesta por un número lo suficientemente grande - 
de valores, la varianza de dicha cartera queda aproximadamen­
te igual a su riesgo sistemático, habiéndose eliminado en su 
mayor parte el riesgo no sistemático:
xi = 1/n ( 5 . 51 )
(r2(Rp) = (b2 cr2(%) + (¿)2cr2(£1) 4-(i)2 cr2(^) 4- ... 4-
= £ 2 <r2(RM) 4-
[(cr2(¿1) 4-<r2(¿2) + ••• 4-<r2(2'))/n]
n
(5.52)
Si ahora suponemos que el promedio de las varianzas
<r2 (Rp) = £ 2cr2(%) 4- i ( 5 . 53)
o /iti
<r^ (®p) —  Ppcr2(%) (5.54)
En la medida que cT (%) es una constante para cual 
quier cart'era en la ecuación (5.48), el riesgo de una cartera 
dependerá de las características propias de los títulos que —  
contiene:
n  o  o  r*s
Z xi ^ ( £ d
i=1
y de la respuesta del rendimiento de la cartera a las fluctua­
ciones del rendimiento de la cartera de mercado:
(S = ¿ x
i=1
Al parámetro (b se le suele denominar coeficiente
n 2 , ^
de volatilidad o coeficiente beta y como 21 x. CT (£.,) se
i= 1 .
puede eliminar casi en su totalidad, como acabamos de ver, (b
se puede tomar como una medida del riesgo en las carteras bien 
diversificadas. Así, según (5*54), a mayor (b^, mayor riesgo. 
Pero al mismo tiempo, como cabía esperar, las carteras más 
arriesgadas son las que ofrecen un mayor rendimiento esperado 
ya que si tomamos esperanzas en (5.47)J
E(Rp) = o<p 4- (ip E(Rm ) - (5.55)
Es decir, que se vuelve a llegar al mismo (25) re -
sultado del CAPM referente a que el inversor racional única -
mente acepta correr un mayor riesgo si con ello espera obte -
ner una mayor rentabilidad.
A continuación vamos a calcular cuál es la beta de
la cartera de mercado con el fin de poder clasificar las car­
teras de valores en agresivas o defensivas, según que sus be­
tas sean mayores o menores que la beta de la cartera de merca 
do. Como la cartera de mercado está compuesta por todos los 
títulos y en las proporciones que los mismos intervienen en - 
.el mercado, el rendimiento de la cartera de mercado será:
y además, como la estimación mínimo cuadrática de o<^ es
i= 1 i=1
i i
i =  1
(5.56)
Pero teniendo en cuenta que el valor del parámetro
^  63 cov(Ri,^J)/cr2(%) í
n
- (^(R^): '
i=1 i=1
(5.58)
y por (3.91) y (5.57):
ocM = E (rm ) - 1 . e (rm ) = O (5.59)
por lo que (5.56) queda:
y para que (5*60) tenga sentido, debe darse que:
%
r M = ¿ * i £ i  = ° (5.61)
i=1
Por tanto, la beta de la cartera de mercado es por 
(5.57) igual a 1, de modo que las carteras que tienen una be­
ta superior a 1 son llamadas carteras agresivas, ya que cuan­
do el mercado sube (baja), dichas carteras suben (bajan) pero 
con mayor fuerza, de una forma más que proporcional al cambio 
experimentado por el mercado. Mientras que las carteras con 
betas inferiores a la unidad se les llama carteras defensivas 
porque las alzas o bajas de sus rendimientos son menos que - 
proporcionales a las alzas o bajas del mercado.
Como es evidente, si se espera que el mercado va a 
subir es conveniente proveerse de una cartera agresiva, ya - 
que con ello se conseguirán unas ganancias superiores a la me 
dia del mercado, mientras que si se espera que el mercado va 
a bajar, hay que invertir en una cartera defensiva.
Por líltimo, antes de pasar al siguiente epígrafe so 
bre el modelo de mercado y el CAPM, vamos a sacar a la luz - 
una inconsistencia interna, que tiene el modelo de mercado.
Por muchos autores relevantes (26) ha sido general­
mente aceptado el hecho de que el modelo de mercado no respe­
ta uno de los supuestos en que se basa (27), en concreto, el 
supuesto (5.33):
cov( £ i5% )  = o
ya que se afirma que en la medida que Rj^  contiene a R^, por 
(5.56), y R^ depende a su vez de. por (5.29)t resulta que 
la covaria^nza de la perturbación aleatoria de cualquier títu­
lo i con el rendimiento de la cartera de mercado debe ser dis 
tinta de cero, al ser por (5.31) la varianza de la perturba - 
ci<5n aleatoria de un título finita: cov( E^, 6^) =cr ( £ ¿
¿ 0. Es decir, que:
cov( & ^ , -Rj^) 0
Esta inconsistencia del modelo de mercado, según Ea 
ma (28), introduce un error aunque es muy pequeño. Y la solu- 
ción a dicha inconsistencia está siempre en que R^ no sea un 
índice bursátil que contenga a R^, sino otro índice económico 
cualquiera.
Sin embargo, la inconsistencia que acabamos de apun 
tar no es cierta, ya que como el mismo Dama demuestra en otro 
artículo posterior (29), la cov( £ ¿ * % )  63 siempre nula. Así, 
si sustituimos en (5.33) por el valor que se deduce de - 
(5.29):
cov( 6-^ »^ ]^ ) = cov(R^ — °*^ *“ 
y sustituyendo (?>^ por su valor estimado en (5.36):
Donde eí que se produce la inconsistencia (30) es 
en el supuesto (5.32), ya que según se afirma en tal supuesto 
la covarianza entre las perturbaciones aleatorias de cual- - 
quier par de títulos es siempre nula desde el momento en que 
dichas perturbaciones aleatorias se suponen independientes:
cov( 8 i , 6^) = 0 i,j=1,2,...,n i F 3
pero sin embargo, según se desprende de (5.61), existe una re 
lación lineal entre las perturbaciones aleatorias del modelo 
de mercado, ya que:
n M  ^
¿  xi ¿ 3. = 0. 
i=1
lo cual es inconsistente con (5.32) desde el momento que (5.61) 
asegura que existe una interdependencia entre las perturbacijo 
nes aleatorias de los títulos individuales dentro de la carte 
ra de mercado (31).
5.6. El Modelo de Mercado y el CAPM
En el capítulo III llegamos a que la ecuación (4.14) 
o SML, era la relación fundamental del CAPM:
Asimismo, también vimos que (4.14) se podía derivar 
de (4.17,,,) cuando en vez de ser p una cartera eficiente, p - 
era una cartera ineficiente compuesta por un solo título. Por 
otra parte, la ecuación (4• 17'*1) era la expresión de la CML - 
teniendo en cuenta que el coeficiente de correlación entre el 
rendimiento de una cartera eficiente cualquiera y el rendi- - 
miento de la cartera de mercado era siempre la unidad:
E(R ) = Rf f A
c o v ( R . , R - £ )n
r xi
i= 1
(5.64)
Multiplicando y dividiendo el segundo sumando del - 
segundo término de (5.63) por la desviación típica de la car- 
tera de mercado y llamando (i i a la beta del título i en ba 
se a los valores ex-ante de y R^, esto es (32):
^  ^cov(Rj,,RM )
'"i — 27-'"V cr (%)
puede ponerse (5.63) como sigue:
(5.65)
ctíRjj)
= Rf 4- )? . (5* <r(RM) (5.66)
A esta misma expresión se puede llegar partiendo de 
(5*64) (recordemos que p era una cartera eficiente). Así, si 
operamos en (5.64) tal como lo hemos hecho en (5.63) a la ho­
ra de deducir (5.65):
E(r1) = Rf 4-\*
n
X xi
i=1
cov(Rf ,Rjj)
cr(%)
23n
- %  * \*
'V  rs/
I Xi 
1=1 cr¿(%)
= Rf 4- X
n
y  xi $± ^(^i)
i= 1
= Rf 4-X
* n
I xi £ i
i=1
CT (-^) 
(5.67)
y definiendo:
f P = E xi(4
i = 1
(5.68)
puede finalmente expresarse (5.67) de la siguiente manera:
E(R ) = 4- (i* tr(^j) (5.69)
Es decir, que en las carteras eficientes, el merca-
\ ^do recompensa al precio por reducir el riesgo, A ? el riesgo 
de dicha cartera CT(R^).
Si al igual que hicimos en la nota 35 del capítulo 
anterior, suponemos un individuo que no mantiene una cartera 
eficiente, sino que invierte todos sus fondos en el título 
arriesgado i, siendo nulas las proporciones invertidas en el 
resto de los títulos arriesgados y en el título sin riesgo, - 
(5.67) quedaría como sigue:
E(Rf) = Rf 4- )\ (i* <T(%) (5.70)
expresión que coincide con la (5.65) antes demostrada.
A continuación, antes de seguir adelante, vamos a - 
ver que la versión ex-post del CAPM guarda un estrecho parec¿ 
do con el modelo de mercado.Asi si tenemos en cuenta (4*3) > la ex 
presión (5.66) puede ponerse como sigue:
E(R
23 ^
J = Rf * — ^TFT = Rf • h (e(hm) -Rf}
'nVl
(5.71)
o también de esta otra forma alternativa:
EÍR^) = Rf (1- $>\) 4- q>\ E(Rm ) (5.72)
Esta relación ex-ante del CAPM, en los estudios em­
píricos puede ser reemplazada por la siguiente relación ex- 
-post (33):
= Rft <1 ~ RMt * ¿ I t
donde as el parámetro a estimar y y son los
rendimientos ex-post en el periodo (t-1, t) del activo i y la 
cartera de mercado M; debiéndose además Cumplir que:
E ( r iJb)=^o
cov(£ . , +, J  = O (5>74)
cov(6it, ¿ . t) = 0 
c°v(£it, RMt) = 0
La linea característica del modelo de mercado según
(5.28) es:
Rit = (5-75)
donde c><  ^y son los parámetros a estimar. En el modelo
de mercado, la estimación del parámetro o<  ^ puede que dé un
resaltado mayor, igual o menor que (1- ^or lo q-ue co~*
mo bien dicen Pettit y Y/esterfield (34), la única diferencia 
entre el modelo de mercado expresado por la ecuación (5.75) y 
la versión ex-post del CAPM dada por (5*73), estriba en que -
el CAPM restringe el posible valor de o; a (1- (35)•
Por tanto, "el modelo de mercado tiene un estrecho parecido - 
con la versión ex-post del CAPM, postulando ambas una reía- - 
ción lineal entre I03 rendimientos de los títulos individua - 
les y los rendimientos de la cartera de todos los activos"(36).
Por otra parte, Fama y Jensen (37) han demostrado - 
que la beta ex-ante del CAPM y la beta ex-ppst del modelo de 
mercado son aproximadamente iguales, por lo que se puede esti 
mar la beta del CAPM mediante el modelo de mercado. Esta for­
ma de proceder se ve además reforzada por el hecho de la esta 
bilidad de las betas a través del tiempo (33). De modo que, - 
en lo que sigue y hasta el final de este capítulo sustituire­
mos por en todas las expresiones' del CAPM.
Así, (5.69) puede ahora ponerse de la siguiente for
ma:
E(Rp) = Rf i- \* (bp <T(%) (5.76)
Ahora bien, cr(H^) representa el riesgo total o desvia -
ción típica, CT(Rp), en aquellas carteras bien diversifica - 
das en las cuales el riesgo no sistemático ha desaparecido, - 
ya que como vimos en (5.54):
a-2(Rp) = P>pO-2(%) (5.77)
y sacando raíz cuadrada en ambos miembros:
<T(Rp) = (bp Cr(%) (5.78)
Por tanto, según (4.16) y (5.73), en las carteras - 
eficientes se cumple que:
y ello debido a que j> M = 1.
Recapitulando un poco, en (5.69) hemos demostrado - 
que las carteras eficientes carecen de riesgo no sistemático 
y que, debido a ello, el mercado únicamente recompensa en los 
títulos individuales su riesgo sistemático (ecuación (5.70)), 
ya que el riesgo no sistemático se elimina en las carteras - 
eficientes o bien diversificadas. En palabras de Sharpes "Las 
carteras eficaces carecen de riesgo no sistemático... Una car 
tera (o título) con riesgo no sistemático no es eficaz. La me 
dida significativa del riesgo de un título es su volatilidad 
(es decir, su riesgo sistemático). Esta parte se mantiene ei 
el título se combina con otros para formar una cartera eficaz. 
El riesgo no sistemático, no es significativo; se "esfumará" 
cuando el título se combine con otros.
El riesgo total de un título no es significativo si 
el título ha de formar parte de una cartera diversificada (co 
mo tenía que ocurrir). Solamente se necesita considerar la - 
parte sistemática del riesgo; y el resto se elimina por la di 
versificación" (39).
Todos estos resultados son lógicos, ya que el ren—  
dimiento <fe una cartera cualquiera según el modelo de mercado 
es por (5.47):
Rp = p * P*p RM ***. ^ p
Pero desde el momento que existe una correlación li
neal perfecta entre y (en donde p y M son carteras - 
eficientes), .toda la nube de puntos debe de estar situada so­
bre la recta (5.47), con lo cual:
£ p = = °  ^ • 8o)
i=1
y teniendo en cuenta la correlación perfecta entre los rendi­
mientos de las carteras p y M:
= ¿ xi a í = 0 
i=1
Con respecto a (5.81), recordemos que ya había sido 
deducido con anterioridad cuando, al hablar del modelo de mer 
cado y de la cartera de mercado, llegamos a la expresión - 
(5.61).
Hasta ahora, en lo que .llevamos de esta sección, pa 
rece ser que hemos actuado con una gran coherencia, que todos 
los resultados deducidos son lógicos y válidos. Sin embargo, 
si aplicamos el modelo de mercado a la SML deducida por Lint 
ner (40), se llega a resultados diferentes, ya que el riesgo 
no sistemático no resulta totalmente eliminado. La SML de Lint 
ner con nuestros símbolos es (41):
Etítp = Rf 4- — . V - x “ oov(Ri ,'R.) (5.82)
cr ( % )  £ 1  J J
La expresión (5.82) de Lintner es equivalente a la 
(5.63) de Sharpe, ya que en efecto:‘
^ M /^  r~v En el sumatorio: ¡^T' x*. cov(RjL, ) ,  existen (n-1) co
3=1
varianzas del título i con el resto de los títulos del merca­
do y la covarianza del título i consigo mismo, o lo que es - 
igual, su varianza. Según el modelo de mercado, y tal como vi 
mos en la expresión (5.38):
covtR^íq) = cr2^ )  = f>2 cr2(^) + <T2 ( t±) (5.84)
Mientras que la covarianza entre el rendimiento del título i 
y el rendimiento de cualquier otro título del mercado es:
o o v(R^,r';.) = E [(Ri -E(R1)(R3 -E(R.j)] =
= B [ ( ( ^ ( R ^ - E . ^ )  ¿ ¿ ^ ( ( ^ ( R ^ - E Í R ^ )  + £ . )
y teniendo en cuenta (5.32) y (5.33) se llega a que:
cov(R^,r"j) = p,i (?>.. cr2(%) (5.85)
Llevando (5.84) y (5.85) a (5.82), tenemos:
í(^) . H, < £  í ¡)'<~
cr (Rm ) Ó=1 3 1 3
■ >, ‘ 1 o-2‘%>  ^  ±¿¡c-i * 4 ^ »
cr á=1
(5.86)
y por último, de acuerdo con (5.87) se puede poner (5.86) como 
sigue:
M 2
(E(RM )-Rf) 
E ^ )  = Rf 4 -  M 1
c t (rm )
A x Xi ít (¿i)Cf(Rj^ ) 4- -
cr(Rj^ )
(5.87)
Si comparamos (5.87) con (5.70), veremos que ambas -
expresiones no coinciden, ya que el riesgo no sistemático en 
(5.87) no es completamente eliminado. Debe quedar claro que 
la falta de coincidencia se produce al aplicar el modelo de 
mercado a dos expresiones de la SML que son equivalentes.
Pero al aplicar el modelo'de mercado a la SML de - 
Xintner, se ha dejado completamente de lado el hecho de que - 
según se deduce del CAPM en (3.107) existe una correlación li 
neal perfecta entre y rm  , con lo cual las carteras eficien 
tes no tienen riesgo no sistemático y entonces al particulari 
zar (5.69) en (5.70) no puede ni debe aparecer ningún tipo de 
riesgo no sistemático.
La diferencia entre los resultados (5.70) y (5.87) 
no se debe por tanto a la falsa inconsistencia del modelo de 
mercado apuntada en la sección anterior tal como así lo afir­
ma Fama (42), sino a la omisión en la deducción que se hace 
a partir de la SML de Lintner del.hecho de que: j> ^ ^ = 1.
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Sharpe respecto al modelo completo de varianzas-covarian - 
zas de Markowitz, visto en el capítulo III, no es tal, ya 
que en ambos modelos, bien para calcular la cov(Rj,R.) en 
Markowitz o la en Sharpe, es necesario tener la misma 
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Es más, en el modelo diagonal de Sharpe incluso es necesa- 
ria la serie de rendimientos pasadas de R^, mientras que 
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= e(r^) 4. e>i or 4. ó ±
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■ AITEXO A 
#
IOS LIMITES DE LA DIVERSIFICARON. 
LA DIYBRSIFICACION INGENUA .
A.1. Introducción
La relación entre el riesgo de una cartera, medido 
por lá varianza o desviación típica de la misma, y el número 
de títulos que la componen ha sido una preocupación constan­
te para los estudiosos de temas financieros y el inicio de - 
los trabajos sobre este tema puede remontarse a los primeros 
estudios sobre la selección de cartera (1).
El estudio de esta relación se realiza en el contex 
to clásico de un universo con dos parámetros: media-varianza, 
donde la media se considera como una medida apropiada de la - 
rentabilidad y la varianza del riesgo * Ahora bien, en los es­
tudios empíricos que se han hecho sobre la relación riesgo-ta 
maño de la cartera, se suele hacer omisión del rendimiento de 
la cartera, para concentrar la atención del análisis en la 
forma en que varía la varianza o desviación típica de una car 
tera de valores a medida que aumenta el número de títulos que 
la componen. En dichos trabajos empíricos se supone además - 
que los títulos, que intervienen en la composición de una car 
tera de un tamaño determinado, tienen el mismo peso o ponde­
ración y que se escogen al azar de entre los valores que for­
man parte de la muestra estudiada.
Cuando el inversor no posee información sobre el - 
rendimiento esperado, varianza y covarianza de los títulos, - 
se puede llegar a una reducción efectiva del riesgo mediante
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este tipo de diversificación. Pero en el caso de que se di£ - 
ponga de tal información, Johnson y Shannon (2) han demostra­
do que es posible, invirtiendo cantidades distintas en cada - 
uno de los títulos, lograr una mayor reducción del riesgo, 
sea cual sea el tamaño de la cartera en cuestión.
Xa diversificación que se consigue con este tipo de 
carteras igualmente ponderadas no tiene nada que ver con la - 
diversificación eficiente que proporciona el modelo de selec­
ción de cartera de Markowitz. Se trata de analizar simplemen­
te cómo suponiendo un total desconocimiento de las caracterís 
ticas de cada uno de los títulos del mercado (medias, varian- 
zas y covarianzas), ver qué cabría esperar del comportamiento 
del riesgo, medido por la desviación típica, cuando aumenta - 
el número de títulos que aleatoriamente entran a formar par­
te de una cartera. Es por ello, que Erancis y Archer (3), han 
denominado "ingenua” a este tipo de diversificación, en con­
traposición a la diversificación eficiente de Markowitz.
las ventajas de la diversificación ingenua no sólo 
han sido advertidas por los inversores en valores mobiliarios 
que carecen de la información y el tiempo necesario para po­
der aplicar técnicas de selección de cartera más complejas, - 
sino también por los empresarios. "Los empresarios..• inten - 
tan en lo posible "diluir el riesgo" procurar no poner "todos 
los huevos en la misma cesta", o, lo que es lo mismo, "no ju* 
gárselo todo a una carta", aunque exista un enorme porcentaje 
de posibilidades de tener la carta ganadora" (4).
También Hagin recoge en su libro una cita muy expr£
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siva sobre las ventajas de la diversificación ingenua, cita - 
debida a Clint Murchison, un famoso inversor de los años vein 
te: "El dinero es como el abono -cuando se amontona huele mal- 
cuando usted lo esparce, hace crecer las cosas*' (5).
Se debe señalar que la omisión del estudio de los 
rendimientos en la diversificación ingenua no tendrá importan 
cia si el mercado de capitales es eficiente, ya que entonces 
es de esperar que cada nivel de riesgo esté recompensado por 
su correspondiente rendimiento.
Por otro lado, si como se desprende de los estudios 
empíricos hechos hasta ahora (6), con una cartera compuesta - 
por 10 ó 15 títulos se consigue una diversificación suficien­
te, entonces no tendrá mucho sentido acudir a carteras com­
puestas por muchos más títulos, ya que se incurriría entonces 
en una diversificación superflua y, en consecuencia, en unos 
costes de transacción (corretajes, administración, etc.) exce 
sivos. Este es el caso de muchos Pondos de Inversión que, - 
unas veces por esa ingenua creencia de que cuanto mayor sea 
la diversificación mejor, y, otras veces, por imperativo le­
gal, mantienen carteras con un excesivo número de títulos.
Así, por ejemplo, en el caso norteamericano, la ley obliga a 
que un Fondo de Inversión no tenga más de un cinco por ciento 
de su activo total invertido en un determinado valor, si no - 
quiere perder el trato de favor que la normativa fiscal le - 
otorga.
El atractivo que estos Fondos de Inversión o Sociedades 
de Cartera proporcionan a un inversionista, sería que en la medida
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que los mercados de capitales no sean eficientes en su forma 
fuerte (7), ellos estarían en condiciones de proporcionar una 
rentabilidad por encima de la media del mercado, cosa que por 
ahora no parece estar demostrada en el caso español tal como 
se desprende del trabajo que sobre este tema ha hecho Mateos- 
Aparicio (8) y menos aún en los grandes mercados de valores - 
europeos y americanos (9).
A.2. Relación entre el Riesgo y el Número de Títulos 
que componen una Cartera
En el capítulo II, ecuación (2.13), vimos que la va 
rianza de una cartera p, compuesta por N títulos, viene dada 
por:
De forma que la varianza de una cartera no sólo depende de 
las varianzas de los rendimientos de los distintos títulos 
que la componep, sino que también depende de la covarianza o 
correlación entre los diferentes títulos. Además, desde el mo 
mentó que en la expresión (A.1) hay N varianzas frente a las 
N.(N-1) = co varianzas, es de esperar que, en una cartera
bien diversificada, el peso específico de las covarianzas su­
pere al de las varianzas.
N N N
Más adelante, al hablar de la diversificación inge­
nua, veremos cómo en las carteras compuestas por muchos títu­
los el primer sumando de (A.1) disminuye hasta llegar a desa­
parecer por completo cuando N tiende a infinito. No así el se 
gundo sumando que representa el riesgo no diversificable.
Si particularizamos (A.1) para el caso de una carte 
ra compuesta por N títulos, donde cada uno de los títulos tie 
ne igual peso o ponderación, la varianza de la cartera p que­
da expresada del siguiente mqdo:
í  ¿ 4 -  oov(R. .R.) (A.2)
1=1 3=1 n 
i¡¿j
Si suponemos que tanto la varianza media de todos - 
los títulos como la covarianza media entre- cualquier par de 
títulos son números finitos, esto es, si;
N ___
^TVarCRj)/ N = var (A. 3)
i=1
n n ^  ;____
22 ^ c o v C ^ . R p  / (N(N-1)) = cov(R¿,R.j) (A.4)
1=1 3=1 
i/á
al tomar esperanzas matemáticas en la expresión (A.2) y tenien 
do en cuenta (A.3) y (A.4), quedaría:
E(Var(Rj) = -L- N var 4 -i- (N(N-1)) cov(R, ,R.) 
p ir IT 1 J
E(Var(Rl)) = - L  var +• - oov(R. ,R.) (A. 5)
• p N  N 1 J
Cabe resaltar que al introducir var y covCR^jR^) en 
la expresión de la varianza de los rendimientos de la cartera
Var(iy = Var(R¿) 4-
•í -i
p, se debe ya hablar de la esperanza de la varianza de la car­
tera p y no simplemente de la varianza de la cartera p(lO).
grande, la expresión (A.5) en el límite, cuando N tiende a in­
finito, toma el valor:
lo cual demuestra que la parte de la varianza de una cartera - 
debida a las características propias de los títulos (el primer 
sumando de la ecuación (A.2)) se puede diversificar o anular 
en una cartera lo suficientemente grande; no así la parte de - 
la varianza -debida a la correlación de cada título con el m e >  
cado, ya que la esperanza de la varianza de una cartera cuando 
N tiende a infinito es igual a la covarianza media de las co- 
varianzas entre cualquier par de títulos.
ten de la expresión del rendimiento de un título dada por el - 
Modelo de Mercado:
los rendimientos de una cartera p compuesta por N títulos con 
igual ponderación queda:
Si suponemos un número de títulos suficientemente
E(Var(Rp)) cov(Ri ,R^ .) (A. 6)
Hay autores, como Klemkosky y Martin (11), que par -
t=1,2, 
3= 1,2
T . 
.Ni
de forma que la expresión de la esperanza de la varianza de —
E (Var(Bp)) = Var(í^) 4- v a r ( 6 ) ^ - ‘
y ál tomar límites cuando N tiende a infinito:
E(Var(Rp)) ss Var(^)
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Como es el rendimiento de la cartera de mercado - 
compuesta por todos los títulos del mercado en las proporcio - 
nes que dichos títulos están en el mercado, Var(R^) es uha
constante para las distintas carteras, con lo cual, en las car
teras bien diversificadas, es una medida apropiada del -
riesgo que puede usarse en lugar de VarCR^).
Nosotros en cambio hemos preferido trabajar con el -
modelo de varianzas-covarianzas completo, ya que como han ob_ -
servado estos autores existe una relación entre la ¡b. y £.
J J
de los activos individuales, con lo cual para alcanzar el mis­
mo nivel de diversificación hacen falta más títulos en las car
teras con valores altos de beta que en las carteras con valo—  
res de beta más pequeños.
Evidentemente, la expresión (A.6) es simplemente una 
aproximación, pudiéndose conseguir una expresión .de E(Var(R )) 
que sea exacta (12). Para ello, debemos tener en cuenta que eh 
el mercado real sólo existe un número finito de títulos M. lia 
mando:
rN/
R^ al rendimiento aleatorio de la cartera compuesta por to_ 
dos los títulos del mercado tomados con igual pondera - 
ción (13):
I M ^  M £
\  = —  f  %  - £  -i- (A.7)
M Mm i= 1 i=1 11
a la media o rendimiento esperado de dicha cartera:
-  1 M ^  v M e (R¡ ) . / » o\
Ra = VEdL) = y  — Lii
II i= 1 i= 1
la expresión de la varianza de la cartera de mercado igualmen­
te ponderada sería:
^  _  O M R^ M E(H,) 9
Var(Rm ) = E ^ - R j 2 = E ( £ =
i=1 i=1
= -4- EÍÍ^-ECr!,)) 4- (R^-E(R2)) 4-...4- (Í^-ECr^))2 
M ECrI-ECRJ)2 m M E((R1-E(r'. ))(R.-E(RJ))
= v  — ^-5— 1—  *■ y - y — 1— ■--?■■■j— —^
& 1  M  i = 1  3 = 1  ^
i ¿ 3  ^  ^
M Yar(R.) M M cov(R. ,]?.)
•i— r ' í í — u -9)i.i &  j.i m
í¿¿
que teniendo en cuenta (A.3) y (A.4), quedaría como sigue:
Var(ÍL) = —  var 4- J t l _  cov(R. ,Rj (A. 10)
M M  1 3
Despejando cov(R.,R.) en (A.10), se obtiene:
J J
cov(R. ,R.) = — -—  var(ÍL)  — • var (A.11)
J M-1 m M-1
y sustituyendo este valor en la ecuación (A.5), se llega a la 
expresión final de la esperanza de la varianza de la cartera p:
E(Var(R )) = -1 var 4- cov(R. ,R.) =
N N 1 J
= —  var 4- ■ (— i?—  var(R ) ----  —  var) =
N N M-1 m M-1
= —  var( 1 -■ ff--1. ) 4- —  • — M—  var(R_) (A. 12)
N M-1 N M-1
Debemos resaltar que (A, 12) nos da una expresión exaje 
ta de la media de las varianzas de las carteras de 1,2,...,N - 
títulos, en la que tínicamente se requieren (2M-1) estimaciones 
previas:
V a r ^ ) ,  Var(B^), V a r C R ^ ) ,  Var(R^)
covCR^.^j), covÍEg;^),... , cov(^|[_1 ,H^ j)
De esta forma se evita el cálculo completo de la ma­
triz de varianzas-covarianzas de los rendimientos'de los Ivl tí- 
tulos, que supondría M estimaciones previas necesarias para - 
obtener var y cov(RitH^), antes de aplicar la fórmula (A.5).
Por dltimo, si en vez de N títulos, se consideran - 
los M títulos que existen en el mercado, la cartera p coincidj. 
ría con la cartera m y la ecuación (A.12) conduce a la conclue 
sión lógica de que:
E(Var(Hp)) = Var (H^) (A.13)
Los estudios empíricos realizados hasta el momento -
(14), y el que hemos efectuado no es una excepción, suelen ba­
sarse directamente en la utilización de la expresión (A.2). 
Después de estimar la matriz de varianzas-covarianzas de los M 
títulos del mercado, se generan carteras aleatorias de, por - 
ejemplo, 1,2,...,30 títulos, calculando sus respectivas varian 
zas. El proceso se repite 40 veces, por ejemplo, y finalmente, 
se calculan las varianzas medias de dichas carteras, con lo - 
que se obtiene sólo una expresión aproximada de (A.6) en el <ca 
so de 30 títulos y la expresión aproximada de (A.12) ó de (A.5) 
en los casos 1,2 , . . . , 2 9  títulos.
Ahora bien, si utilizamos directamente la expresión 
(A.12), no es necesario todo este proceso previo del cálculo -
de la matriz de varianzas-covarianzas y la generación, en el -
caso del ejemplo anterior, de 30x 40 = 1200 carteras aleatorias
y el cálculo de sus respectivas varianzas, sino que basta sen­
cillamente con las 2M-1 estimaciones que permiten el cálculo de 
var y var(R^) y aplicar (A.12) para carteras de 1,2, ,..,30 tí­
tulos, con lo que se obtiene una expresión exacta de la varian 
za de dichas carteras, sin necesidad de todo el largo proceso 
de las simulaciones (15).
Como es evidente, en un análisis riguroso, no sólo - 
debe calcularse la media de las varianzas de las carteras for­
madas por 1,2,...,30 títulos, sino que también es interesante 
calcular la varianza de las varianzas de dichas carteras:
Var(Var(R^)) = E(Var(§^) - E(Var(R^)))^ (A.14)
La expresión analítica de esta varianza de la varian 
za de la cartera p, requiere un proceso intermedio de deduc- - 
ción muy largo, razón por la cual remitimos al lector interesa 
do a Elton y Gruber (16), y omitimos su representación aquí. - 
Al nivel de análisis que pretendemos realizar, es suficiente - 
saber que var(var(R )) es una función que decrece y tiende a -
Ir
cero cuando N tiende a M.
A.3. Estudio Empírico. Base de Latos
.Para la estimación, de la matriz de varianzas-cova' - 
rianzas de los rendimientos de los títulos nos hemos basado en
los valores trimestrales del Indice Largo Total de la Bolsa de 
Madrid durante el período 1970-79*
Dicho índice recoge tanto las ganancias de capital - 
como el reparto de dividendos, además de tener en cuenta los 
ajustes necesarios cuando se producen ampliaciones de capital 
según el concepto de suscripción blanca. Al estar incluidos en 
el índice los dividendos repartidos, su variación porcentual - 
trimestre a trimestre mide la rentabilidad trimestral de los 
títulos que forman parte del mismo:
Rit =  -¿iJcJ- (A. 15)
Xi , -fc-1
Por tanto, la base de datos la constituyen los valo­
res trimestrales que durante el período de estudio de 10 años 
tomaron los 115 títulos que en uno u otro año formaron parte - 
del Indice Largo Total de la Bolsa de Madrid.
Naturalmente, en el índice se produjeron entradas y 
salidas de valores de uii año a otro según la importancia de -
h
sus respectivas capitalizaciones bursátiles en el año ante- - 
rior; por lo que, para todos los títulos no se disponía de - 
los valores que tomaba el índice trimestralmente. Así, por - 
ejemplo, sólo había 57 títulos con 28 o más valores trimestra 
les de sus respectivos índices y únicamente 41 títulos tenían 
los 40 valores trimestrales de sus índices completos.
Como durante el período de estudio 1970-79 se prod_u 
jo la primera crisis mundial derivada-del alza en. los preeios 
de los crudos petrolíferos, crisis que la Bolsa española re­
flejó con retraso en el transcurso del año 1974, es de espe -
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rar que el comportamiento de las cotizaciones de los títulos 
sea distinto antes y después de- esa fecha, debido al cambio - 
estructural producido. Además, dado que no se disponía de los 
respectivos índices de muchos títulos, bien en los tres o cua 
tro primeros años del período de estudio o bien en los tres o 
cuatro últimos años, decidimos trabajar Chicamente con aqué - 
líos títulos que tenían completos los 40 valores trimestrales 
del índice.
Todo ésto nos llevó a realizar tres análisis distin 
tos y.paralelos, teniendo en cuenta el período completo de 
los 10 años, por una parte, y los dos subperíodos de cinco 
años: 1970-74 y 1975-79» por otra parte. Los cuarenta y un tí 
tulos que formaron parte de la muestra están recogidos en el 
Cuadro 1.
A.4. Método de Trabajo
En cada uno de los tres periodos estudiados se gene­
raron carteras aleatorias de 1,2,..,30 títulos, en las cuales 
cada título interviene con igual peso o ponderación en el con­
junto de la cartera y, posteriormente, se calcularon las res­
pectivas- varianzas de los rendimientos de las carteras según 
la expresión (A.2). Este proceso se repitió 40 veces en cada - 
uno de los tres períodos. Y, finalmente, se calculó la media -
aritmética de las varianzas de las carteras de 1,2,...,30 tí­
tulos en cada uno de los tres períodos de estudio. Los resul­
tados obtenidos se recogen en los Cuadros 2,3, y 4.
Como se observará en los Cuadros 2,3,y 4, el decrecí 
miento de la desviación típica media a medida que aumenta el - 
número de títulos que forman parte de la cartera no es homogé­
neo y continuado, como se desprende de la teoría y así, en oca 
siones, una cartera con más títulos que otra, tiene una desvia 
ción típica media mayor, lo cual no parece lógico. La razón de 
ello está en que las desviaciones típicas medias reflejadas en 
dichos Cuadros son sólo aproximaciones y no los valores exac - 
tos resultantes de la aplicación de las expresiones (A.5) o 
(A.12)
Posiblemente, si el número de repeticiones del pro ce 
so hubiese sido mayor, las aproximaciones hubiesen sido mejo - 
res y los fallos o altibajos no se hubiesen producido, pero da 
do que el problema teórico se resuelve usando las fórmulas - 
(A.5) o (A.12), no tiene sentido aumentar el número de simula­
ciones.
El siguiente paso consiste en calcular las varianzas 
medias exactas aplicando la fórmula (A.12), en el caso en que 
M=41f para N=1,2,...,30, en cada uno de los tres períodos de - 
estudio. Los resultados hallados están recogidos en los Cua- - 
dros 5, 6 y 7-
Finalmente, basándonos en los datos de los Cuadros 5, 
6 y 7 que nos proporcionan las desviaciones típicas medias - 
exactas de las carteras de 1,2,...,30 títulos en los tres perío
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dos estudiados: 1970-73, -1970-74 y 1975-79» hemos confecciona­
do los cuadros 8,9 y 10 que nos permiten ver con mayor clari - 
dad, en cada período, cómo disminuye el riesgo que soporta un 
inversor a medida que aumenta el número de títulos que forman 
parte de la cartera y cuál es el riesgo mínimo que no puede di 
versificarse por más que aumente el tamaño de una cartera (17).
A.5. Resultados
Analizando los datos del Cuadro’ 8, que se refieren - 
al período completo de los 10 años de la década de los 70, ve­
mos cdmo a medida que crece el número de títulos que forman - 
parte de una cartera igualmente ponderada, el riesgo medido - 
por la desviación típica decrece, pero no de una forma lineal.
Así, por ejemplo, una cartera compuesta por 5 títu­
los consigue reducir el riesgo en un 74»73$, mientras que una 
cartera de doble tamaño únicamente consigue una reducción su­
plementaria del riesgo del 12,07$. De igual modo, un inversor 
que posea una cartera de por ejemplo 15 títulos, si doblase - 
el número de títulos formando una cartera de 30 valores, sola­
mente conseguiría una reducción adicional del riesgo del 4,4$. 
Por tanto, con una diversificación no muy amplia, de 15 títu­
los como la que acabamos de considerar, se consigue reducir - 
el riesgo potencial de una cartera en un 91,06$ por término - 
medio (18), de forma que generalmente no compensa la reducción
adicional del riesgo que se puede . conseguir con una cartera más 
diversificada, por los mayores costes de transacción y adminis­
tración que ello supone.
Siguiendo con los datos que proporciona el Cuadro 8, 
vemos que existe un tanto por ciento del riesgo en relación al 
riesgo medio de un título que no es posible diversificar, de - 
manera que aunque aumente mucho el tamaño de la cartera, e in­
cluso tienda a infinito, se seguirá soportando un 56,37$ del - 
riesgo medio de los títulos individuales. Este es un porcenta­
je que considerado en sí mismo es demasiado elevado y que tal 
vez se deba a la estrechez del mercado español que no ofrece - 
títulos lo suficientemente diferenciados (19).
Ese porcentaje del riesgo.que no puede disminuirse - 
por más que aumente el tamaño de una cartera, en el estudio de 
Solnik (20), referente al período'1966-71, era para los princi 
pales países oocidentales el siguiente:
Bélgica 20$
Países Bajos 24,1$
Estados Unidos 27$
Erancia 32,67$
Reino Unido 34,5í¿
Italia 4054
Alemania 43,8/o
Suiza 44/
• Por lo que se refiere a las comparaciones intertempo 
rales dentro del caso español, aquí estudiado, cabe destacar - 
que cuando se comparan los dos subperíodos 1970-74 y 1975-79»
se observan los siguientes detalles:
Primero: el margen dé variación de la desviación tí 
pica media, según se desprende de los Cuadros 6 y 7, e3 mayor 
en el período 1975-79: 17,06$ a 8,16$, que en el período 1970 
-74: 13,93/^ a 9,83$. Así, en el segundo período el riesgo me­
dio de un título individual es mayor, pero también se consjL - 
guen riesgos más bajos en carteras de 4 o más títulos. Por - 
ejemplo, una cartera compuesta por 15 títulos con igual ponde 
ración tiene, por término medio, un riesgo del 8,62$ en el pe 
ríodo 1975-79» mientras que en el período 1970-74 el riesgo - 
es casi del 10$.
Segundo: la razón por la cual el riesgo de las car­
teras de 4 o más títulos es menor en el segundo período se de 
be a que la covarianza media entre cualquier par de títulos - 
es mayor en el primer período: 9»3^82 E-3, q.ue en el segundo: 
5,8916 E-3.
Pensamos que esto se debe a que mientras el mercado 
estuvo en alza en el período 1970-74, todos los valores fluc­
tuaban en sus cotizaciones más o'menos al unísono, lo cual pro 
vocaba que existiese una fuerte correlación entre los rendí - 
mientos de los mismos, subiendo todos más o menos a la vez. - 
Unicamente 5 valores tuvieron una rentabilidad media trimestral 
negativa en el primer período. Sin embargo, en el segundo pe­
ríodo, en medio de la crisis generalizada e imperando el "sál 
vese quien pueda1’, los títulos siguieron cursos distintos unos 
de otros de una forma más acentuada que en el primer período; 
es decir, que unos valores bajaron mucho más fuerte que otros
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e incluso hubo 15 títulos con rentabilidades inedias trimestra­
les positivas. Todo ello por supuesto se refleja en una menor 
correlación entre los rendimientos de los valores en este se­
gundo período.
Tercero: las carteras formadas por 1,2,3 títulos, en 
el primer período tuvieron una desviación típica media menor - 
que sus homólogas del período segundo, debido a que en el se­
gundo período la varianza media de todos los títulos fue de 
0,029099, mientras que dicha varianza media fue más baja en el 
primer período: 0,019391; y como la varianza media en la expre 
sión (A.5) actúa con mayor peso en las carteras con pocos títu 
los, eso provoca que la parte de la varianza debida al primer 
sumando de (A.5), mayor en el segundo período, supere al según 
do término de (A.5), que es menor en el segundo período. A par 
tir de carteras con 4 o más títulos, el decrecimiento del se­
gundo miembro de (A.5) supera al crecimiento del primer térmi­
no de (A.5) con relación al primer período, produciéndose la - 
situación antes comentada en el punto segundo.
Finalmente, queremos señalar que, aunque con este - 
trabajo no se ha pretendido llegar a resultados definitivos —  
que cierren el estudio del tema de la diversificación ingenua 
en el caso español, sí creemos que es de enorme interés el ca­
mino que hemos seguido, tratando de contrastar con estudios em 
píricos las conclusiones que se extraen de la teoría. Y si 
bien es cierto que ello normalmente requiere largas horas te­
cleando los datos y haciendo los programas necesarios que el - 
ordenador luego ha de ejecutar, el esfuerzo realmente vale la 
pena.
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CUADRO 1: Relación de las acciones que forman parte de la mués 
tra. “
1.- Banco Exterior de España, B.A.
2.- Banco Español de'Crédito, S.A.
3.- Banco Hispano Americano, S.A.
4.- Banco Central, S.A.
5.- Banco Popular Español, S.A.
6.- Unión Eléctrica, S.A.
7.- Hidroeléctrica Española, S.A.
8.- Hidroeléctrica Ibérica, Iberduero, S.A.
9*- Compañía Sevillana de Electricidad, B.A.
10.- Fuerzas Eléctricas del Noroeste, S.A.
11.- Hidroeléctrica del Cantábrico, S.A.
12.- Electra de Viesgo, S.A.
13.- Fuerzas Eléctricas de Cataluña, S.A.
14.- Hidroeléctrica de Cataluña, S.A.
15.- Sociedad General Azucarera de España, S.A.
16.- Ebro-Compañía de Azúcares y Alcoholes, S.A.
17.- Sociedad Anónima "El Aguila".
18.- Portland Valderrivas, S.A.
19.- Compañía Inmobiliaria Metropolitana, S.A.
20.- Dragados y Construcciones, S.A.
21.- Inmobiliaria Urbis, S.A.
22.- Vallehermoso, S.A.
23.- Cementos Alba, S.A.
24.- Cristalería Española, S.A.
25.- Compañía General de Inversiones, S.A.
26.- Cartera de Títulos, S.A.
27.- Compañía Arrendataria del Monopolio de Petróleo, S.A.
28.- Tabacalera, S.A.
29.- Compañía Telefónica Nacional de España, S.A.
30.- Altos Hornos de Vizcaya, S.A.
31.- Sociedad Española de Automóviles de Turismo, S.A.
32.- Fabricación de Automóviles Renault España, S.A.
33.- Unión Explosivos Rio Tinto, S.A.
34.- Sociedad Anónima Cros.
35.- Compañía Española de Petróleos, S.A.
36.- Energías e Industrias Aragonesas, S.A.
37.- La Papelera Española, S.A.
38.- Sociedad Nacional Industrias Aplicaciones Celulosas Es­
pañola, S.A.
39.- Hidro Nitro Española, S.A.
40.- La Unión y el Fénix Español, S.A.
41.- Galerías Preciados, S.A.
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CUADRO 2: Desviación típica media de las carteras generadas 
aleatoriamente (Periodo 1970-79)
NC Desviación NS> Desviación N2 Desviación
títulos tínica media títulos típica media títulos típica media
1 0,168756 11 0,098538 21 0,094688
2 0,127073 12 0,098281 22 0.,095628
3 0,121738 13 0,097837 23 0,095862
4 0,112099 14 0,097446 24 0,094281
5- 0,110785 15 ' 0,096000 25 0,092976
6 0,104907 16 0,096160 26 0,094246
7 0,104202 17 0,097241 27 0,093055
8 0,102069 18 0,094592 28 0,093626
9 0,099071 19 0,096481 29 0,093764
10 0,098869 20 0,095451 30 • 0,093907
CUADPQ 3i Desviación típica media de las carteras generadas
aleatoiriamente (Períocio 1970-74;
NS Desviación N2 Desviación N2 . Desviación
títulos tínica media títulos típica media títulos típica media
1 0,145484 11 0,101659 21 0,098497
2 0,118052 12 0,100806 22 0,100745
3 0,117908 13 0,101192 23 0,100037
4 0,108025 14 0,102364 24 0,099360
5 0,107668 15 0,100579 25 0,098315
6 0,105125 16 0,099006 26 0,099149
7 0,105057 17 0,10114-6 27 0,097475
8 0,104911 18 0,098664 28 0,097742
9 0,101900 19 0,100588 29 0,098701
• 10 0,101502 20 0,098660 30 0,098582
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CUADRO 4: Desviación típica media de las carteras generadas 
aleatoriamente (Periodo 19?5-79)
N 2 Desviación Nfi Desviación N- Desviación
títulos tínica media títulos típica media títulos típica media
1 0,177704 11 0,08845'6 21 0,084001
2 0,127837 12 0,088938 22 0,083127
3 0,117533 13 0,087365 23 0,084575
4 0,108394 14 0,084940 24 0,081596
5 0,107568 15 0,083555 25 0,080636
6 0,097149 16 0,086644 26 0,081932
7 0,095825 17 0,086307 27 '0,081886
8 0,092255 18 0,083622 28 0,082500
9 0,090016 19 0,085250 29 0,082061
10 0,089242 20 0,085362 30 0,082460
CUADRO 5: Desviációnes típicas medias aplicando la exnresión
U . 12) (Período 1970-79}
NB Desviación N fi Desviación N s Desviación
títulos típica media títulos típica, media títulos típica inedia
1 0,1601964 11 0,0987185 21 0,0948017
2 0,1300317 ■ 12 0,0980444 22 0,09 4 60 1 6
3 0,1182794 13 0,0974703 23 . 0,0944186
4 0,1119416 14 0,0969755 24 0,0942504
5 0,1079604 15 0,0965447 25 0,0940955
6 0,1052226 16 0,0961661 26 0,0939522
7 0,1032227 17 0,0958308 27 0,0938194
8 0,1016969 18 0,0955318 28 . 0,0936959
9 0,1004941 19 0,0952635 29 0,0935808
10 0,0995215 20 0,0950213 30 0,0934732
var(R^)=8,58065 E-3 var = 0,0256629 cov^,R^)=8,153591 E-3
2 7 3-
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CUADRO 6 : Desviaciones típicas medias aplicando la expresión
(A.12) (Período 1970-74)
N c Desviación N 2 Desviación R£> Desviación
títulos típica'media títulos típica media títulos típica media
1 0,1392510 11 0,1012074 21 0,0990320
2 0,1198311 12 0,1008301 22 0,0989220
3 0,1126161 13 0,1005098 23 0,0988214
4 0,1088294 14 0,1002343 24 0,0987291
5 0,1064927 15 0,0999950 25 *0,0986441
6 * 0,1049060 16 0,0997851 26 0,0985656
7 0,1037578 17 0,0995996 27 0,0984929
8 0,1028883 18 0,0994344 28 0,0984253
9 0,1022068 19 0,0992863 29 0,0983623
10 0,1016584 20 0,0991529 30 0,0983035
varCR^) = 9,57363 3-3 var = 0,0193509 covÍRpRj >=9,3281571 E-3
CUADRO 7: Desviaciones tínicas medias aplicando la expresión 
(A. 12) (Período 1975-79-)
N£> Desviación N 2 Desviación N- Desviación
títulos típica media títulos típica media títulos típica media
1 0,1705846 11 0,0894503 21 0,0836463
2 0,1322700 12 0,0884621 22 0,0833455
3 0,1167366 13 0,0876172 23 0,0830699
4 0,1081363 14 0 ,0868865 24 0,0828165
5 0,1026309 15 0,0862482 25 0 ,0825826
6 0,0987902 16 0,0856858 26 0,0823662
7 0,0959528 17 0,0851865 27 0,0821652
8 0,0937685 18 0,0847402 - 28 0,0819782
9 0,0920337 19 0,0843388 29 0,0818037
10 0,0906220 20 0,0839760 30 0,0816405
var(R^) = 6,45763 E-3 var = 0,0290991 covCR-.Rj)=5,891588 E-3
CUADRO 8:
Número de 
títulos
Período 1970-79
Reducción del 
potencial «
riesgo
en °¡o
■ 2 7 l
Riesgo en f¡ del riesgo 
medio de 1 título
1 0 1° 100 f»
2 . 43,15 1° 8 1,1?
3 59,97 73,83 f
4 69,03 * 69,88 f>
5 74,73 67,39 f°
10 86,80 * 62,12 f°
12 88 ,92 1° 61,20 f
15 91,06 i° 60,27 1°
20 ' 93,24 59,32 f
30 95,46 1° 58-, 35 1°
41 96,66 1° 57,82 f
oO 100 56,37 1°
CUADRO 9: Período 1970-74
Número de Reducción del riesgo Riesgo en f del riesgo
títulos potencial en f° medio de 1 título
% 1 0 f 100
2 45,51 f° 86,05 í°
3 62,42 f 80,87 í°
4 71,30 f> 78,15 f*
5 76,77 f> 76,47 7°
10 88,10 f¡° 73
12 90,04 1° 72,41 í°
15 92 f 71,81 ■í°
20 93,98 f 71,20 c*/°
30 95,97 f . 70,59 7°
41 97,04 f> 70,26 *
OQ 100 f> 69,36 1°
CUADRO 10: Periodo 1975-79
Nómero de Reducción del riesgo Riesgo en f del riesgo
títulos potencial en medio de 1 titulo
1 O i¡> 100 f»
2 40,83 f 77*54 f°
3 57,39 f 68,43 f°
4 66,56 fo ' 63,39 1=
5 72,42 /0 60,16 f=
10 85,22 / 53,12 f»
12 87,52 /o 51 ,86 f>
15 89,88 f 50,56 f
20 92,31 f° 49,23 f»
30 94,79 / 47', 86 f
41 96,16 f 47,11 /»
oo 100 f . 45 f»
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mientos de una cartera integrada por 1,2,...,N valores. Pe 
ro para poder aplicar (A. 5) se requieren las M estimaciones 
(suponiendo que en el mercado haya M títulos) de la matriz 
de varianzas-covarianzas completa con las cuales poder cal 
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que requiera menos estimaciones previas.*
(13) Conviene resaltar que m no es la cartera de mercado que 
tanta relevancia tiene en el CAPM, ya que aunque es cierto 
que m contiene todos los títulos del mercado, también lo
es que se supone que todos los títulos tienen igual pondje 
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el de Evans y Archer, op. cit., no se utiliza la expresión 
(A.2) para calcular la varianza de los rendimientos de una 
cartera, sino que a partir de las series de los rendimien­
tos de los títulos que forman parte de una cartera, calcu­
lan la media aritmética y, con la serie de rendimientos - 
resultante, calculan su media y su varianza.
(15) Como advertimos en la nota a pie de página 12, para hallar 
una expresión exacta de las esperanzas de la varianza de - 
los rendimientos de carteras de 1,2,..., 30 títulos tam­
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(16) ELTON,,E.J. y GRUBER, M.J., op. cit., p. 419-421.
(17) Para confeccionar la penúltima línea de cada uno de los - 
Cuadros 8, 9» 10, el lector interesado puede aplicar (A.5) 
y de esta forma calcular la varianza media de una cartera 
compuesta por 41 títulos y luego, extrayendo la raíz cua­
drada, obtendrá la desviación típica media.
(18) Y con una desviación típica muy pequeña: 0*1493 según los
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datos empíricos en base a los cuales se construyó el Cua­
dro 2.
(19) Es justo señalar, q.ue tal como se desprende de los Cuadros 
9 y 10, ese porcentaje tiende a bajar y así en el período 
1975-79 fue del 45J&.
(20) SOLNIK, B., op. cit., p. 396-397.
ANEXO B
CONTRASTE BEL MODELO CAPM EN EL MERCADO 
BURSATIL ESPAÑOL
282
B.1. Introducción
En el capítulo IV vimos que la relación fundamental
del modelo de precios de equilibrio de los activos financie^ - 
ros era la SML:
que también puede expresarse en función del coeficiente beta
les, el mercado únicamente recompensa al.inversor por correr 
con el riesgo sistemático o no diversificable medido por el - 
coeficiente beta de un título o cartera. De forma que si un - 
titulo tiene un coeficiente beta cero, entonces su rendimien­
to esperado será igual al rendimiento del título libre de 
riesgo o tasa pura de interés. Y a medida que aumenta el coe­
ficiente beta, se incrementa el rendimiento esperado de una - 
forma lineal.
Si usamos el modelo de mercado como proceso genera© 
dor de los rendimientos de los títulos:
(B.1)
ex-ante de la siguiente forma alternativa C1)s
E(í?p = Rf 4- (E(R¡,) - Rf ) (2>* (B.2)
Es decir, que según la teoría del mercado de capita
Rit ~ **i+ ( H  % t  ^ i t
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entonces la varianza del rendimiento de un título i viene dada, 
según (5.38) , por:
cr(Rj[) = cr (%) + (B.4)
y, como acabamos de ver, el CAPM considera que el riesgo de un
2título individual no viene dado por cr C ) , sino por (b i , -
o  p
ya que parte del riesgo de cr (%)> en concreto Q~ (^) , pue 
de ser eliminado en una cartera diversificada adecuadamente.
Be ahí que algunos tests sobre el CAPM, como los de 
Douglas, Miller y Scholes, Pama y MacBeth, y Foster (2), par­
ten de la siguiente ecuación (3):
E(R^) = a + b Q>± 4- o <r2(^) 4- M  ¿ (B.5)
con el fin de ver si el coeficiente c es significativamentc 
distinto de cero, en cuyo caso el mercado no sólo premiaría al 
inversor por soportar el riesgo sistemático, sino que también 
le recompensará por correr con el riesgo no sistemático. Si es 
te fuese el caso, la evidencia empírica daría lugar a un recha 
zo del modelo CAPM.
los resultados de estos tests han sido muy diversos. 
Mientras Douglas, Miller y Scholes llegan a que el coeficiente 
c es significativamente distinto de cero (4); Fama y MacBeth, 
y Foster encuentran que el riesgo sistemático describe suficien 
temente el riesgo de un título y que, en consecuencia, no exis 
te una evidencia estadística relevante de que el riesgo no sijs 
temático explique las diferencias entre los rendimientos espe­
rados de los distintos títulos.
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B.2. Método de Trabajo
El test que nosotros vamos a aplicar para estudiar 
el mercado bursátil español no es del tipo de los que acaba­
mos de hacer referencia, sino que se deriva de la versión ex­
pos t de la SML:
= Rft * (h + i : í < B -6>
que también puede expresarse de esta otra forma:
Rit = Rftd - ^ )  4. 4. ¿ it
El paso de la versión ex-ante del CAPM (B.2) a la - 
versión ex-post (B.6) del mismo, puede justificarse por dos 
caminos distintos:
1) Suponer que el proceso generador de los rendimien­
tos de los títulos viene dado por el modelo de mercado siguien 
te:
ífi = E(H^) 4- 4- 6 i (B.8)
tal como lo hace Jensen (5).
2) Suponer, como lo hacen Roll y Pama-(6), que la 
función de distribución conjunta de los rendimientos de los a_c 
tivos financieros es normal muitivariante.
Cuando se trabaja con el modelo econométrico (B.6), 
normalmente>se hace el supuesto adicional de que (B ^  se mantie 
ne constante en el tiempo (7) y que su valor viene dado por el 
ajuste resultante de aplicar el modelo de mercado (B.3). P© mo 
do que aplicando el método de los mínimos cuadrados, el estima
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dor de es:
A covÍH^Rj
■ - 7 k t ~  (B-9)
con lo cual, el valor estimado de los rendimientos de cualquier 
título arriesgado viene expresado por:
Rit = i ** $ i % t  (B. 10)
De la observación de (B.10) y (B.7), se puede deducir 
que la versión ex-post del CAPM coincide con el modelo de mer­
cado cuando:
gc± = (1 -  ( B .11 )
donde es el valor medio de la tasa pura de interés durante 
el período de estudio.' Con lo cual,1 un posible método para tej3 
tar el CAPM es hallar o<  ^ para cada título, mediante el mode­
lo de mercado, y ver si coincide con el valor (B.11) que prevé 
el CAPM.
Tal como afirman Modigliani, Pogue, Scholes y Solnik
(8), si bien es cierto que se podría probar el CAPM acción por 
acción, tal como acabamos de sugerir, hay que tener en cuenta 
que 1 constituirá un procedimiento ineficaz, que no haría uso —  
de toda la información disponible".
Por ésto, nosotros, siguiendo a estos autores, hemos 
hecho, en primer lugar, todas las regresiones dé los rendimien 
tos de cada' título de la muestra con el rendimiento de la car­
tera de mercado, estimando Ücs coeficientes beta de los mismos 
((^¿) y, posteriormente, con el rendimiento medio de cada títu
A
lo (E(R^)) más su correspondiente coeficiente beta ( Q>^)* he-
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mos hecho un análisis de corte transversal aplicando la si- - 
guíente ecuación de regresión (9 ):
E(R¡) = a 4- 4- 'Mi i=1,2,...,n (B. 12)
Si tomamos esperanzas matemáticas (10), en (B.6), te
nemo s:
E(R^) = Bf 4- ( E ( % ) ) - R f) (it (B.13)
Por lo que si aplicamos el operador esperanza matemática a 
(B.12) y comparamos el resultado con (B.13), se comprueba que 
para que la ecuación (B.7) prevista por el CAPM se cumpla, ha 
de darse que:
& =  Rf  ( B . 1 4 )
b = E Í R ^ - R j  (B. 15)
Los estimadores á y ^ que proporciona el método
de los mínimos cuadrados son las más eficientes..Sin embargo,
\
para que ésto ocurra tienen que cumplirse los supuestos en que 
se basa la aplicación de este método.
En las regresiones de coste transversal, la variable 
independiente, en nuestro caso (b^, contiene errores de medida 
con lo cual se viola uno de los supuestos de los mínimos cua - 
drados, y los estimadores S y b ya no son insesgados; así 
a está supervalorado y b , en cambio, está subvalorado.
Para evitar estos sesgos existen distintos métodos - 
que pueden.encontrarse en los manuales de econometría clásicos 
C11). Uno de ellos, que se ha revelado como particularmente —  
eficaz, y que ha sido muy utilizado en los tests del CAPM, con 
siste en clasificar los títulos de menor a mayor coeficiente -
2 8 7
beta y luego agruparlos por carteras: no superpuestas, super-
/\
puestas, divididas, etc. De modo que no se trabaja con las (b ^  
de los títulos individuales, sino con las de las carterasV
construidas (12).
No obstante, nosotros nos .'hemos limitado a trabajar 
a nivel de títulos, aún siendo conscientes de que los resulta 
dos a nivel de carteras son mejores. El objeto de este estu - 
dio empírico es presentar los primeros datos de una investiga 
ción que está en curso como un primer intento de aproximación
(13) sin intentar, en ningún momento, llegar a conclusiones - 
definitivas, puesto que para ello sería necesario completar 
el análisis con períodos anteriores al que vamos a considerar: 
1970-7 9 » ver si los coeficientes beta son estables, trabajar 
con datos mensuales, semestrales, anuales,. analizar la función 
de distribución de los rendimientos, etc.
Finalmente, antes de pasar a hablar de la base de -
\
datos y los resultados obtenidos, conviene no dejar de mencio 
nar algunos otros tests que se han hecho sobre el CAPM en el 
mercado de valores norteamericano. En particular, los traba - 
jos de Friend y Blume (14), por una parte, así como el de 
Black, Jensen y Scholes (15). Estos -autores, en sus respecti­
vos contrastes del CAPM, llegan a la conclusión de que la SML 
empírica tiene una ordenada en el origen mayor y una pendien­
te menor que la SML teórica y proponen un modelo de mercado - 
de dos índices para explicar el comportamiento del rendimiento 
de. las acciones. Modelo de dos índices que en opinión de Black 
Jensen y Scholes da resultados positivos.
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Sin embargo, para Friend y Blume (1973) "los resulta 
dos empíricos arrojan serias dudas sobre la validez de la teo­
ría del mercado de capitales” (16), tanto en la versión de un 
índice como en la de dos índices, siendo la causa probable de 
ello el que el mecanismo de ventas al descubierto no tiene un 
funcionamiento tan perfecto como el previsto por la teoría.
B.3* Base de Batos
■ i—  ■ ■ 11» 1 » '■ '■ n
La base de datos utilizada es la misma que empleamos 
en el anexo anterior sobre el estudio de la diversificación in 
genua, por lo que vamos a pasar por alto las características 
de la misma y únicamente haremos algunos comentarios sobre el 
período de estudio y la amplitud de los intervalos a conside - 
rar en las series históricas de cada uno de los valores.
Por lo que respecta al período de estudio más adecúa 
do, es una cuestión abierta a la investigación y sobre la cual 
se sigue discutiendo, ya que el período debe tener una longji - 
tud tal que la relación entre el rendimiento de un título par­
ticular y el mercado sea estable y consistente.
Si el período de estudio.es demasiado largo, enton­
ces se entremezclan demasiadas situaciones distintas como para 
deducir una relación rentabilidad-riesgo digna de crédito. Por 
otra parte, si el período de estudio es demasiado corto, puede
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que entonces en la relación encontrada jueguen más los facto­
res coyunturales del mercado que los estructurales.
Normalmente se suelen tomar períodos de 5 años de am 
plitud o un período mayor subdividiao en períodos de 5 años.
De modo que nosotros hemos tenido en cuenta la década de los - 
70 y la hemos dividido en dos subperíodos de 5 años cada uno: 
1970-74 y 1975-79.
El otro problema previo a resolver es si se trabaja 
con datos diarios, quincenales, mensuales, trimestrales, anua­
les, etc. El Indice Largo Total de la Bolsa de Madrid que, al 
incluir no solo los ajustes por ampliaciones de capital sino 
también los ajustes por los dividendos repartidos, es el índi­
ce que debe usarse para poder calcular la rentabilidad de los
títulos, tal como la hemos definido en (2 .6), se presenta en -
\
la forma de series históricas mensuales, con lo cual ya de an­
temano el intervalo entre dos puntos del índice no puede ser - 
diario ni quincenal (17).
Así que podríamos haber trabajado con datos mensua - 
les, trimestrales, semestrales o anuales, por ejemplo. En mu­
chos estudios empíricos se suele utilizar los valores mensua -
les del índice. Sin embargo, hay que tener presente que, tal -
/
como afirman Pogue y Solnik (18), por lo que se refiere a los 
errores de medida, y ^Los efectos de retardos en la cotización 
de un valor, conviene que el intervalo sea l*o más grande posi­
ble. Ahora bien, existea también factores contrapuestos, como 
los errores standard, que recomiendan que el intervalo sea lo 
más corto posible. En consecuencia, el intervalo más apropiado
no parece ser una cuestión obvia, de fácil solución, sino que 
por el contrario es un tema aán abierto a la discusión.
Nosotros hemos elegido un intervalo trimestral (19), 
principalmente porque un intervalo mensual desbordaba nuestras 
posibilidades (2 0).
En resumen, en el test que hemos hecho del CAPM, he­
mos trabajado con los rendimientos trimestrales de una muestra 
compuesta por 41 títulos (21) más la cartera de mercado repre­
sentada por el índice general. Al igual que en el anexo ante­
rior y debido al cambio estructural producido por la crisis, - 
como consecuencia del fuerte alza del precio de los crudos a - 
finales de 1973» que nuestra Bolsa reflejó con retraso a lo 
largo de 1974, hemos analizado la relación rentabilidad-riesgo 
de los títulos en el mercado bursátil español en el período —  
completo de 10 años: -1970-79 y los dos subperíodos de cinco 
años contenidos en el:.1970-74 y 1975-79.-
B.4. Resultados Empíricos
En primer lugar, calculamos, para el período 1970-79» 
el rendimiento medio E(R^) y el coeficiente (b^ de los 41 títu­
los (2 2) que formaban la muestra más la cartera de mercado (23), 
representada por los títulos que integraban el índice general. 
Con esos valores efectuamos la regresión (B.12) y los resulta­
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dos obtenidos, como era de esperar, fueron muy pobres. La recta 
ajustada tenía una ordenada en el origen negativa y un coefi - 
ciente de correlación prácticamente nulo.
la causa de estos resultados pensamos que está en la 
excesiva amplitud del período de estudio: 10 años, en el trans. 
curso de los cuales se produjeron cambios cualitativos en la - 
economía. Así, se acabó el período de crecimiento económico, - 
más.o menos continuado, iniciado en los años 60 para entrar en 
una etapa de estancamiento con inflación, una vez que se produ 
jeron los reajustes económicos derivados del alza en el precio 
del petróleo a finales de 1973.
En el epígrafe B.2 de este anexo, hemos dicho que el 
análisis de corte transversal (B.12) se basaba en la estabili­
dad de los coeficientes beta. Pues bien, esta estabilidad no -
existió en el período- 1970-79, ya que la regresión efectuada -
A
entre los coeficientes, (b ^  relativos a los subperíodos 1970-74  
y 1975-79 ofreció un coeficiente de correlación muy bajo: 
r=0'2l3, con una ordenada en el origen positiva y una pendien 
'te de 0 •18, muy por debajo de la unidad que corresponde a la 
recta de 45- que se hubiese dado si los coeficientes beta hu - 
biesen permanecido completamente estables de uno a otro subpe- 
ríodo.
El siguiente paso fue calcular los rendimientos me­
dios de los títulos y los coeficientes beta de los mismos en - 
cada uno .de los dos subperíodos (24): 1970-74 y 1975-^79 y efe^ c 
tuar, en base a ellos, los respectivos ajustes según (B.12).
Vamos a empezar por el segundo subperíodo: 1975-79*
Si se mira el Cuadro 2, se puede comprobar que de los 42 valo­
res de la muestra más de la mitad; 26, tienen un rendimiento -
. w
medio trimestral negativo. El mismo rendimiento medio de la 
cartera de mercado fue negativo: -1'82^ en términos trimestra­
les, -7 '08°}q en términos anuales. E3to está en completa contra­
dicción con lo que se entiende por un funcionamiento normal —  
del mercado. Así, con independencia de las afirmaciones dd la 
teoría, intuitivamente se puede ver que el inversor exigirá a 
las acciones un rendimiento superior al tipo de interés que le 
pueden proporcionar sus ahorros colocados en-un banco a -plazo 
fijo, ya que las acciones tienen un riesgo mayor (2 5). De modo 
que no tiene ningán sentido invertir en acciones que no sólo - 
no lleguen a ofrecer el tipo de interés del activo libre de —  
riesgo, sino que además su rendimiento, en muchos casos, no al 
canza ni siquiera una tasa positiva.
Por tanto, durante el período 1974-79» el mercado de 
valores se hundió y su trayectoria escapa por completo de lo - 
que cabría esperar de un comportamiento económico normal. El - 
ajuste, al igual que en el caso del período completo 1970-79, 
vuelve a ser poco significativo: el coeficiente de correlación 
es muy bajo: r = 0*1319 y la ordenada en el origen vuelve a 
ser negativa.
Por áltimo, en el subperíodo 1970-74 es donde apare­
cen unos resultados más aceptables dado que, aunque sigue apa­
reciendo una ordenada en el origen negativa que.está en comple 
to desacuerdo con la teoría del mercado de capitales, la pen­
diente de la recta es positiva, como en los casos anteriores, 
pero ahora esto está reforzado por el hecho de que el coefi- -
cíente de correlación es mucho más elevado.
Así,’los resultados del ajuste para los 42 valores 
%
de la muestra en el subperíodo 1970-74 fueron (26):
Valor de los parámetros -1'472 3 1821
Desviación típica 0*912
Valor de t 41191
Valor de F = 17*57
Coeficiente de correlación = 0*5524 ’
Tanto mediante el contraste de la .t de Student como de la F de
Snedecor (27), se acepta la hipótesis de que b^O al nivel de -
significación <=< = 0 '0 1.
Como advertimos en el epígrafe B.2 de este anexo, es 
mejor trabajar a nivel de carteras y no de títulos individua - 
les como lo hemos hecho aquí. En todo caso, los resultados de 
Modigliani, Pogue, Scholes y Solnik (28) referentes a los prin 
cipales mercados de valores europeos y al mercado de valores - 
norteamericano no son mejores que los que se producen en el 
mercado bursátil español. El estudio de estos autores abarca - 
el período que va de marzo de 1966 a mayo de 1971 y> salvo el
caso de Suecia en el que se trabaja con una muestra de sólo 6
títulos, en la mayoría de los restantes casos el coeficiente - 
de correlación es muchísimo menor que el que hemos encontrado 
para el mercado de valores español. Incluso en algunas Bolsas - 
europeas, la pendiente de la recta ajustada es negativa.
Como en el subperíodo 1970-74; seguían existiendo al
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guno3 títulos con rendimientos medios negativos (29):
17 El Aguila Grupo de Alimentación
31 s e a t V
r Grupo Siderometalárgico
32 FASAj
34 CHOS Grupo Químico-Textil
decidimos eliminar estos títulos de la muestra y ver cuál era 
entonces el ajuste resultante:
A £a b
Valor de los parámetros -1*258 4'022
Desviación típica O'796
Valor de t 5'056
Valor de F = 25'56
Coeficiente de correlación = 0 f6444 •
Como puede comprobarse, la ordenada en.el origen si­
gue siendo negativa, pero el coeficiente de correlación ha pa­
sado de O 15524 a 0'6444. Además, el coeficiente b sigue siendo 
significativamente distinto de cero al nivel o< = 0 '0 1.
El paso siguiente fue eliminar algunos títulos que - 
se apartaban del comportamiento previsto por el modelo CAPM, y 
que tenían, bien un rendimiento medio trimestral alto en rela­
ción a su coeficiente beta:
8 Iberduero
Grupo de Eléctricas
14 Hidroeléctrica de Cataluña
28 Tabacalera
Grupo de Monopolios
29 Telefónica 
37 Papelera Española Grupo Químico-Textil
2d *
O bien un rendimiento medio trimestral muy bajo para su corres, 
pondiente nivel de riesgo:
21 Inmobiliaria ürbis Grupo de Inversión
33 Explosivos Riotinto
Grupo Químico-Textil
35 CEPSA
Con la muestra resultante de 29 títulos más la cart£ 
ra de mercado, volvimos a efectuar el ajuste (B.12), obtenien­
do los siguientes resultados:
A 0a b
Valor de los parámetros -2'615 5 ’ 174
Desviación típica O'606
Valor de t 8*535
Valor de P = 72*85 
Coeficiente de correlación = 0*8499
De la observación de estos resultados se deduce que 
se siguen dando las mismas características que en los ajustes 
anteriores, pero con un coeficiente de correlación bastante - 
más elevado.
Finalmente, con la misma muestra que en el caso ante 
rior, hicimos el siguiente ajuste:
E(R^) = c 4- d f ¿ x (B.13)
es decir, que a la nube de puntos le ajustamos una función de
/N
segundo grado con respecto a obteniendo en esta ocasión
los siguientes valores:
Valor de los parámetros 
Desviación típica 
Valor de t 
Valor de F = 173115 
Coeficiente de correlación = 0*9278
Por tanto, la nube de puntos se ajusta mejor a una
función de segundo grado que a una línea recta, puesto que
tanto el coeficiente de correlación como los valores de t y F 
son .mucho más elevados. Además, ahora la ordenada en el ori_ - 
gen es negativa pero con un valor mucho más pequeño. En una - 
función del *tipo de la (B.13)» el rendimiento medio sube más
/s
que proporcional con respecto a (6^ , en consecuencia, el pre­
cio de mercado del riesgo ya no es una cantidad fija, sino
que dicho precio sube con el nivel del riesgo.
De los resultados de todos estos ajustes, se des- - 
prende que la única conclusión, más o menos definitiva, es 
que el modelo CAPM no es aplicable para el período 1975-79, - 
ya que en una situación de estancamiento con inflación al ti­
po de interés nominal es siempre positivo, mientras que el 
rendimiento de muchas acciones puedé ser negativo en términos 
nominales debido a la situación de estancamiento. De modo que, 
no cabe hablar de que el mercado recompensa al tenedor de una 
acción con la tasa pura de interés nominal, que rige en el —  
mercado, más un premio de acuerdo con el nivel de riesgo de - 
la- acción.
En épocas de crecimiento económico con inflación, -
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como en el período 1970-74» hemos encontrado resultados más - 
acordes con la idea de que un título cuanto más arriesgado - 
sea, mayor será su rentabilidad aunque, como hemos visto, hay 
aspectos del CAPM que no están validados tales como: 1) que la 
ordenada en el origen de la 3ML, en base a los datos ex-post, 
es negativa. 2) El hecho de que el mejor ajuste es aquel en - 
que el precio del mercado del riesgo no es constante, como pre 
vé el CAPM, sino que crece con el nivel de riesgo.
l\To queremos acabar este trabajo empírico sin antes - 
remarcar la provisionalidad de los resultados encontrados. Núes 
tro propósito no ha sido establecer conclusiones definitivas, 
sino hacer un acercamiento a la problemática que lleva apareja 
da este tipo de tests.
Para obtener resultados más fiables sería necesario 
ampliar la muestra'elegida, hacer los tests tanto' a nivel de - 
títulos como de carteras, trabajar no sólo con datos trimestra 
les, sino también con datos mensuales, bimensuales, etc. y, 
además, aplicar el test a otros períodos de estudio distintos 
de la década de los 70 y comprobar si efectivamente se puede - 
hablar de estabilidad de los coeficientes beta.
Esperamos que nuestra tarea investigadora en curso s£ 
bre todos estos aspectos acabados de esbozar, así como la que - 
pueden emprender otros especialistas en el tema, permitan en 
el futuro llegar a resultados más definitivos y seguir avanzan 
do en esta interesante área de la Economía de la Empresa.
CUADRO 1« Relación de las acciones que forman parte de la 
muestra
Grupo de Bancos Comerciales
1.- Banco Exterior de España, S.A.
2.- Banco Español de Crédito, S.A.
3.- Banco Hispano Americano, S.A.
4.- Banco Central, S.A.
5.- Banco Popular Español, S.A.
Grupo'de Eléctricas
6.- Unión Eléctrica, S.A.
7 . -  Hidroeléctrica Española, S.A.
8.- Hidroeléctrica Ibérica, Iberduero, S.A.
9.- Compañía Sevillana- de Electricidad, S.A.
10.- Fuerzas Eléctricas del Noroeste, S.A.
11.- Hidroeléctrica del Cantábrico, S.A,
12.- Electra de Viesgo, S.A.
13.- Fuerzas Eléctricas de Cataluña, S.A.
14.- Hidroeléctrica de Cataluña, S.A.
Grupo de Alimentación
15.- Sociedad General Azucarera de España, S.A.
16.- Ebro-Compañía de Azúcares y Alcoholes, S.A.
\
17.- Sociedad Anónima "El Aguila"
Grupo de Construcción
18.- Portland Valaerribos, S.A.
19.- Compañía Inmobiliaria Metropolitana, S.A.
20.- Bragados y Construcciones, S.A.
21.- Inmobiliaria Urbis, S.A.
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22.- Vallehermoso, S.A.
23.- Cementos Alba, S.A.
24.- Cristalería Española, S.A. 
%
Grupo de Inversión
25.- Compañía General de Inversiones, S.A.
26.- Cartera de Títulos, S.A.
Grupo de Monopolios
27.~ Compañía Arrendataria del Monopolio de Petró­
leos, S.A.
28.- Tabacalera, S.A. ’
29.- Compañía Telefónica Nacional de España, S.A.
Grupo Siderometaldrgico
30.- Altos Hornos de Vizcaya, S.A.
31.- Sociedad Española de Automóviles de Turismo,S.A
32.- Fabricación de Automóviles Renault España, S.A.
Grupo Químico-Textil
33.- Unión Explosivos Rio Tinto, S.A.
34.- Sociedad Anónima Cros.
35.- Compañía Española de Petróleos, S.A.
36.- Energía e Industrias Aragonesas, S.A.
37.- La Papelera Española, S.A.
" 38.- Sociedad Nacional Industrias Aplicaciones Ce­
lulosa Española, S.A.
39.- Hidro Nitro Española, S.A.
Gruño de Varios
• 40.- La Unión y el Fénix Español, S.A.
.41.- Galerías Preciados, S.A.
42.- Indice General.
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CUADRO 2 : Rendimientos medios trimestrales en %  y coeficientes 
beta e s t imadcTs
1970 - 79 1970 - 74 1975 - 79
•E^) BCS^ ) ^  . E(R^ )
1 6 44 1 23 3 29 1 46 9 59 1 31
2 0 64 1 19 2 00 1 20 -0 72 1 24
3 1 48 0 97 1 98 1 05 0 97 0 98
4 0 91 1 29 4 37 1 22 -2 54 1 32
5 -0 37 1 33 3 19 1i 42 -3 94 1 22
6 1 60 0 51 2 15 0 41 1 04 0 63
7 2 31 0 76 2 20 0 59 2 41 0 99
8 1 07 0 62 3 45 0 56 -1 32 0 62
9 1 26 0 69 1 91 0 77 0 61 0 67
10 0 91 0 28 1 45- 0 27 0 37 0 29
11 0 59 0 57 1 m 0 77 0 13 0 43
12 0 85 0 68 1 62 0 01 0 07 0 60
13 0 72 0 49 0 52 0 72 0 91 c 36
14 1 70 0 47 2 52 0 48 0 88 0 48
15 -0 71 0 66 0 75 0 81 -2 17 0 52
16 -1 17 0 50 0 92- 0 57 -3 25 0 39
17 -2 75 0 69 -0 34 1 00 -5 17 0 37
18 0 48 1 02 2 64 1 30 -1 68 0 78
19 -0 04 0 72 2 11 0 87 -2 18 0 56
20 2 67 2 00 9 87 2 12 -4 53 1 75
21 -3 45 1 04 0 20 1 52 -7 11 0 56
22 0 17 0 71 0 33 0 84 0 02 0 67
33 2 38 0 99 3 92 1 41 0 85 0 66
24 2 62 1 55 0 83 0 87 4 41 2 40
25 1 86- 1 62 11 24 2 03 -7 53 0 98
26 -0 40 0 58 1 15. 0 98 -1 95 c 22
27 2 30 0 89 1 10 1 18 3 49 0 79
28 3 84 0 76 9 79 1 17 -2 10 0 19
29 0 72 0 80 4 43 0 82 -2 98 0 68
30 -4 16 1 22 5 36 1 54 -13 68 0 60
31 -3 7-1 1 00 -3 11 1 22 -4 30 0 88
32 1 01 0 44 -o 81 1 18 2 .11 -0 11
33 -2 05 1 26 2 24 1 70 -6 34 0 81
34 -3 70 0 71 -0 64 1 11 -6 77 0 28
35 1 44 1 39 0 93' 1 21 1 94 1 70
36 -3 51 0 73 1 73 0 60 -8 75 0 66
37 -2 78 0 96 4 34 0 92 -9 90 0 75
38 / -1 97 1 15 1 92 1 10 -5 86 1 12
39 2 52 0 94 9 91 1 94 -4 88 -0 19
40 -0 03 0 76 -0 02 0 53 -0 05 1 03
41 -2 15 1 50 3 78 ■ 1 38 -8 08 1 48
42 0 40 1 00 2 62 1 00 -1 82 1 00
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NOTAS DEL ANEXO B
(1) Recordar que en el capítulo V usamos fe* para referirnos
\ ’
al coeficiente beta ex-ante, mientras que (h indicaba el 
coeficiente beta ex-post. Asimismo, conviene remarcar que 
. los estudios de Fama y Jensen han demostrado que el coefi.^  
ciente beta ex-ante del CAPM y el coeficiente beta ex-post 
del modelo de mercado son aproximadamente iguales, por lo 
que muchas veces en lugar de (b usaremos (b . En la ma­
yor parte de los estudios teóricos y empíricos sobre el - 
CAPM no se hace, sin embargo, esta distinción,
FAMA, S.F.: "Risk, Return and Equilibrium: Some Clarifying 
Comments". Journal of Fina'nce, vol. 23, n2 1, marzo 1968, 
p. 29-40.
JENSEN, M. C.: MRisk, the Pricing of Capital Assets, and - 
the Evaluation of Investment Portfolios5'. Journal of Busi_ 
ness, vol. 42, n2 2, abril 1969, p. 167-247.
(2) DOUG1AS, G.W. : "Risk in the Equily M’arkets: An Empirical 
Appraisal of Market Efficiency". Yale Economic Essays, - 
vol. 9, 1969, p. 3-45.
MII1ER, M. y SCHOLES, M.: "Rates of Return in Relation to 
Risk: A Reexamination of Some Recent Findings". En "Stu - 
dies in the Theory of Capital Markets", editado por Jen - 
sen, M.C., Praeger Publishing Co., New York, 1972, p. 47- 
48. '
FAMA, E.F. y MacBETH, J.D,: ,fRisk, Return and Equilibrium: 
Empirical Tests". Journal of Political Economy, vol. 81, 
1973, p. 607-636.
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POSTER, G.: "Asset Pricing Models: Further Tests", Journal 
of Financial and Quantitative- Analysis, vol, 13, n2 1, mar 
zo 1973, p- 39-53.
(3) (b* y cr2(¿j_) son los respectivos estimadores de (i, y
2 ^
q -' En lo que sigue, cuando coloquemos encima de una
variable el signo "a ", lo haremos para indicar que se tra­
ta del estimador de esa variable.
(4) Miller y Scholes atribuyen estos resultados contrarios al
CAPM a la existencia de algunos problemas econométricos co
/x
mo: multicolinealidad entre (b ¿ y cr (¿^), violación del 
supuesto sobre la normalidad de los rendimientos y posi- - 
bles errores en la estimación de (b 
MILLER, M. y SCHOLES, M . , op. cit,
(5) JENSEN, M.C.: "The Performance of Mutual Funds in the Pe-
riod 1945-64". Journal of Finance, vol. 23, n2 2, mayo
1968, p. 389-416.
JENSEN, M.G. (1969), op. cit.
(6) ROLL, R.: "Bias in Fitting the Sharpe Model to Time Series
Lata". Journal of Financial and Quantitative Analysis, vol.
\ - 
4, n2 3, septiembre 1969, p. 271-289.
FAMA, E.F.: "A Note on the Market Model and the Two-Para- 
meter Model". Journal of Finance, vol. 28, n2 5, diciembre 
1973, p. 1181-1185.
(7) Estudios empíricos sobre la estacionalidad de los coefi- - 
cientes beta han sido llevados a cabo, entre otros, por - 
los siguientes autores:
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BLUME, M.: "On the Assessment of Risk". Journal of Finanee, 
marzo 1971, p- 1-10.
LEVY, R,.A,: "Stationarity of Beta Ooefficients". Financial 
Analysts Journal, noviembre-diciembre 1971, p. 55-62.
POGUE, G.A. y SOLNIK, B.H.: "The Markot Model Applied to - 
European Coramon Stocks: Some Empirical Results". Journal * 
of Financial and Quantitative Analysis, vol. 9, n2 6, di­
ciembre 1974, p. 917-944.
ALTMAN, E.I., JAOQUILLAT, B. y ’LAVASSEÜR, M.: "Comparativa 
Analysis of Risk Measures: France and the-United States". 
Journal of Finance, diciembre 1974, p. 1495-1511.
LEVITZ, G.D,: "Market Risk and the Management of Institu- 
tional Equity Portfolios”. Financial Ahalyst Journal, ene­
ro-febrero 1974, p. 53-60.
BAESEL, J.B.: "On the Assessment of Risk: Some Further Con 
siderations". Journal of Finance, diciembre 1974, p. 1491- 
1494. •
En general, parece ser que la estabilidad de los 
coeficientes beta es mucho más fuerte cuando se trata de - 
carteras que cuando se trata de títulos individuales. Asi­
mismo, también se ha comprobado que la amplitud del perío­
do elegido tiene su influencia. "La previsión de las betas 
basadas en períodos anteriores de 4 años son más fiables - 
para los posteriores 4, 3 y 2 años que para el próximo año. 
Sin embargo, si se desea hacer la previsión para el año —  
próximo, es mejor basarla en los cuatro años-anteriores -' 
que simplemente usar el año inmediatamente precedente". 
ROERFELDT, R., GRIEPENTRAG, G.L. y PFLAUM, Ch.C.: "Further 
Evidence on the Stationarity of Beta Coefficients". Jour-
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nal of Financial and Quantilative Analysis, vol. 13, n2 1, 
marzo 1978, p. 117- 121.
(8) MODIGLIANI, P., POGUE, A., SCHOLES, M. y 30LNIK, B.: "Ef-
. ficiency of European Markets and with the American Ivlarket" 
Proceeding of the First International Oonference on Stock 
Ex cha ng es, CI3MEC, 1972.
Una versión de este trabajo traducida al caste­
llano puede encontrarse en.
VALLVE-RIBERA DE HCRTALA, M.A.s "Lecturas sobre Bolsa".- - 
Instituto de Estudios Fiscales. Ministerio de Hacienda. Ma 
drid, 1977, p. 451-484.
(9) En un artículo reciente, Roll ha hecho una dura crítica a 
los tests que sobre el CAPM se han hecho hasta el momento. 
Este artículo ha sembrado la confusión y la consternación 
entre sus colegas.
En opinión de Roll,-la ánica hipótesis testable 
del CAPM, en la versión más general del modelo debida a - 
Black, es que la cartera de mercado es eficiente, de for­
ma que la relación lineal que se produce entre el rendi_ - 
miento esperado de los títulos y sus respectivos coeficien 
tes beta, no es más que una consecuencia de la eficiencia 
A de la cartera de mercado.
Por tanto, para testar el CAPM, en primer lugar, 
hay que identificar la cartera de mercado, incluyendo en - 
ella todos los activos, negociables y no negociables, y 
luego comprobar si efectivamente es eficiente.
En los tests clásicos del CAPM que se han hecho 
hasta ahora, en lugar del rendimiento de la cartera de
mercado se utiliza un sustituto del mismo, como puede ser - 
el rendimiento que se desprende de las series históricas de 
un índice general como el Dow-Jones Industrial Average o el 
Standard and Poor 500, en el caso de las Bolsas norteameri­
canas, o el Indice Largo Total de la Bolsa de Madrid, en el 
caso español. Segdn Roll, usar un sustituto de estas carac­
terísticas puede llevar aparejados dos tipos de problemas: 
En primer lugar, el sustituto de la cartera de mercado re­
presentada por los títulos que componen el índice general, 
y en las proporciones que los mismos entran a formar- parte 
del mismo, puede ser eficiente aún en el caso de que la ver 
dadera cartera de mercado no lo sea. En segundo lugar, el - 
sustituto de la cartera de mercado puede ser ineficiente, - 
pero eso no implica nada a favor ni en contra de la eficien 
cia de la cartera de mercado.
Como bien dice Ross, ”la respuesta a la crítica 
de Roll ha sido en gran parte un rechazo de lo que errónea 
mente se ha interpretado como un mensaje nihilista”. Así, 
en opinión de algunas personas, si las objeciones de Roll 
son ciertas, ninguna teoría es testable.
Sin embargo, la crítica de Roll ha servido para 
llamar la atención sobre la provisionalidad de los resulta 
dos de los diferentes tests que se han hecho sobre el CAPM.. 
Así, Pama afirma que "en verdad todo lo que nosotros pode­
mos decir en este momento es que la literatura no ha produ 
cido todavía un test significativo de las hipótesis de . — 
Sharpe-Lintner”.
ROLL, R.: ”A Critique of Asset Pricing Theory's Test. Part 
I: On Bast and Potential Testability of the Theory”. Jour-
3 Oí?.
nal of Financial Economics, vol. 4, marzo 1977, p. 129-176. 
ROSS, S.A.: "The Current Status of the Capital Asset -Pri - 
cing Model (CAPM)". Journal of Finance, yol. 33, n2 3, ju­
nio 1978, p. 885-901.
PALIA, E.F.: "Foundations of Finance". Basic Books. New York 
1976, p. 370.
(10) Sería más correcto hablar de rendimiento medio y no de ren 
dimiento esperado, puesto que estamos trabajando con datos 
ex-post. Bel mismo modo, en vez de hablar de la desviación 
típica de los rendimientos, sería más propio hablar de la 
variabilidad de los mismos.
(11) JHONSTON, J.: "Métodos de Econometría". Editorial Vicens- 
Vives. Barcelona, 19751
MALINAUD, E.:"Métodos Estadísticos de la Econometría". 
Ariel. Barcelona, 1967.
(12) Black, Jensen y Scholes, así como Modigliani, Pogue, Scho­
les y Solnik, usan estas técnicas de agrupar los títulos - 
en carteras en sus tests:
BLACK, F., JENSEN, M.C. y SCHOLES, M.S.: "The Capital As­
set Pricing Model: Some Empirical Tests". En "Studies in 
the Theory of Capital Markets", editado por Jensen, M.C. , 
Praeger Publishing Co., New York, 1972.
MODIGLIANI, F., POGUE, A., SCHOLES, M. y SOLNIK, B.; op. - 
cit.
(13) Goula Suriñach ha realizado interesante trabajo sobre la - 
relación rentabilidad-riesgo en el mercado bursátil espa - 
ñol. El período de estudio por él considerado fue de tres
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años: 1970-72 y utilizó datos quincenales, extraídos del -
índice ponderado de la Bolsa de Barcelona, referentes a 58
títulbs. Como tasa pura de interés tomó la media del tipo 
%
de interés de los depósitos bancarios a plazo fijo de tres 
meses. Los valores de los parámetros á y b fueron res­
pectivamente:
a = 0'096 
b = 0 13336
mientras que R^ y (S(E^)-R^); en base a los datos ex-post, 
tomaron los siguientes valores:
Rf = O 11207 
E(aá) - R f = O'24.83
GOULA SURIÑACH, J.: Análisis y Cálculo del Riesgo en el - 
Mercado de Valores”. Banca Más Sardá. Servicio de Estudios. 
Barcelona, 1974.
(14) FRIEND, I. y-BLUME, M.: "Measurement of Portfolio Perfor­
mance under Uncertainty”. American Economic Review, yol. - 
60, septiembre 1970.
FRIEND, I. y BLUME, M.: ”A New Look at the Capital Asset - 
Pricing Model”. Journal of Finance, vol. 28, n2 1, marzo - 
1973, p. 19-33.
(15) BLACK, F., JENSEN, M.C. y SCHOLES, M.S., op. cit.
h6) FRIEND, I. y BLüME, M. (1973), op. cit., p. 19.
(17) Un intervalo diario no es el más correcto para este tipo
de tests, ya que muchas veces la cotización de un título - 
tiene retrasos y no depende únicamente de la cotización - 
del índice del mercado en ese día, sino también del valor
que haya tomado el índice del mercado en sesiones preceden 
tes,
(18) POGUE, ’G. C. y SOLNIK, B.H. , op. cit., p. 922-924.
(19) Hay que tener en cuenta que por ejemplo en el trabajo de 
Pogue y Solnik, cuanto mayor es la amplitud del intervalo, 
mayor es el coeficiente de determinación. Estos autores - 
trabajan con períodos diarios, semanales, quincenales y - 
mensuales.
POGUE, G.Á. y SOLNIK, B.H., op. cit.
(20) Aunque como es lógico hay títulos con series históricas 
muy incompletas debido a las entradas y salidas en el ín­
dice de los mismos; en un principio se grabaron datos co­
rrespondientes a los 115 títulos que en uno u otro momento 
formaron parte del Indice Largo Total de la Bolsa de Ma­
drid, en el período 1970-79. Si hubiésemos elegido un in­
tervalo mensual, hubiésemos tenido que teclear 13.800- va­
lores y la matriz de varianzas-covarianzas hubiese tenido 
13.225 elementos. Mientras que el ordenador IBM-S110 de - 
nuestra Facultad, con el cual hemos trabajado, tiene una 
memoria de 64 K que permite únicamente trabajar con 7.000 
u 8.000 valores al mismo tiempo.
(21) Mirar el epígrafe A.2 del anexo anterior en donde se justi 
fica porque, una vez-grabados los datos.de los 115 títulos, 
se redujo la muestra a los 41 títulos que tenían los 40 va­
lores trimestrales de sus índices completos.
(22) La relación de las empresas que forman parte de la muestra
así como los respectivos sectores a los que pertenecen se • 
muestra en el Cuadro 1. los valores de E(R^) y de cada 
uno de Jos 41 títulos y la cartera de mercado puede verse ■ 
en el Cuadro 2.
(23) En lo que sigue no haremos la distinción entre la cartera ■ 
de mercado y su sustituto y hablaremos siempre de la carte­
ra de mercado aunque usemos^claro está, el sustituto.
(24) Los valores de los mismos se encuentran en el Cuadro 2.
(25) Está claro que si se introduce la inflación en el plantea­
miento, la tasa pura de interés en términos reales también 
es aleatoria. Pero la erosión monetaria de la inflación - 
juega en contra tanto del tipo de interés nominal de los 
depósitos bancarios a plazo fijo como del rendimiento de - 
las acciones de nuestra muestra que está expresado también 
en términos nominales.
(26) No vamos a comparar los coeficientes S y b con los valores 
ex-post de R^ y (E(R,vj)-R^), puesto que desde el momento en 
que a es negativo ya no tiene sentido hablar de la mayor o 
menor proximidad de estos coeficientes con los valores que 
se deberían haber dado.
(27) En realidad ambos contrastes son idénticos en los mínimos - 
cuadrados ordinarios de dos variables.
(28) MODIGLIANI, P., POGUE, A., SCHOLES, M. y SOLNIK, B. , op. -■ 
cit., p. 480-481.
(29) Las acciones de la Sociedad El Fénix, del grupo de varios, 
tuvieron también un rendimiento medio trimestral negativo, 
pero muy próximo a cero: -0*02$, por lo que no las elimina­
mos de la muestra.
bl3o^71^  
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CAPITULO VI
LA ADAPTACION DE LOS SUPUESTOS DEL C.A.P.M.
AL KUtTDO REAL
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6,1. Introducción
En los capítulos anteriores hemos analizado y dedu­
cido el CAPM en su versión standard. También lo hemos relacio 
nado con el modelo de mercado a fin de poder expresar la SML 
de .los títulos o carteras de valores en función de sus respete 
tivas betas ex-post. Se muestra así como las carteras eficien 
tes carecen de riesgo no sistemático, de forma que el mercado 
únicamente recompensa el riesgo sistemático bien de un título 
o bien de una carteras
EÍR^) = Rj 4- (E(%) - Rf) Q>x (6.1)
Esta versión standard del CAPM está basada en una - 
serie de supuestos, algunos de ellos muy-restrictivos y poco 
reales; por ejemplo, la no existencia de cambios en el nivel 
de precios, existencia en el mercado de un activo libre de - 
riesgo el cual se puede prestar o pedir prestado a la misma 
tasa de interés en cantidades ilimitadas, etc.
El CAPM resultante de ese conjunto de supuestos tan 
restrictivos ha sido sometido a numerosos tests de tipo empí­
rico con el fin de comprobar si, a pesar de la Irrealidad de - 
sus supuestos, desde un punto de vista positivista, sus pre - 
dicciones eran válidas. En general, aunque hay autores que - 
piensan que sale airoso en esos tests, lo cierto es que la ma 
yoría de los trabajos son cuestionables y se han observado
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una serie de sesgos que el CAPM no llega a explicar.
Algunos autores han hecho sus estudios empíricos ba - 
sándose en el ajuste de la SML por medio de la senPilla ecua­
ción (1):
%  = ^ 4 -  oov (R^>%) 4- p  ¿ (6.2)
pero otros han intentado añadir otros factores ademas de la - 
c o v ( R i , R , con el fin de ver si un modelo de dos o más índi­
ces se ajustaba mejor que ese modelo de regresión simple, de 
forma que las desviaciones respecto a los rendimientos obser­
vados fuesen menores.
Aunque este es un camino empíricamente válido, no 
parece permitir un mejor conocimiento de la relación real en­
tre el riesgo y la rentabilidad de los títulos o canteras de 
valores. En el plano formal, es más lógico relajar los supues 
tos, es decir, abandonar uno o más supuestos y deducir una 
nueva relación teórica entre el rendimiento y el rie sgo de - 
los títulos que fuese más explicativa y no diese lüg.ar a esos 
sesgos observados en los trabajos empíricos.
A pesar de que este trabajo incluye una pa;rte empí­
rica, de contraste del CAPM y de estudio de los límites de la 
diversificación en el caso del mercado de capitales «español, 
nuestro estudio es eminentemente teórico, por lo que nos pare 
ce más válido seguir este último camino de relajar supuestos 
y tratar de hallar las nuevas relaciones teóricas qu^ se esta 
blecen cuando se abandonan sucesivamente las hipótegils básjl - 
cas del modelo de precios de equilibrio de los activo^ finan-
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cieros desarrollado en capítulos anteriores.
Así, iremos eliminando una tras otra las hipótesis 
más restrictivas, analizando los efectos aislados que se dan 
sobre el modelo cuando se abandona cada una de ellas. Lo - 
ideal, claro está, sería ver el efecto acumulado provocado - 
por el abandono conjunto de todos los supuestos restrictivos, 
pero por el momento la Moderna Teoría Analítica de la Finan - 
ciación no está lo suficientemente desarrollada para ello(2), 
por lo que la relajación de los supuestos se irá realizando - 
de forma sucesiva en los próximos epígrafes (3).
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6.2. El Modelo de Black.
6.2.1. La no existencia en el mercado de un activo 
libre de riesgo
En primer lugar, vamos a analizar el efecto que pr<> 
duce sobre el CAPM el abandonar la hipótesis de que existe un 
título libre de riesgo, en el mercado de capitales, a cuya ta 
sa de interés se puede prestar o pedir prestado en cantidades 
ilimitadas.
Como se puede adivinar, las razones por las cuales 
se elige la eliminación de este supuesto son obvias. En el - 
mundo real, no son iguales las tasas a las que se puede pres­
tar y pedir prestado el dinero; y aún es más irreal pensar - 
que a un cierto tipo de interés., alguna institución financie­
ra esté dispuesta a prestar la cantidad que se desee, sea cual 
sea su cuantía.
En la práctica, cada persona tiene un crédito poten 
cial que varía según los ingresos que regularmente percibe y 
según cual sea el patrimonio que esté avalando su posible sol 
vencia en un momento dado. Además, desde el momento en que la 
inflación futura es incierta y no se puede prever con total - 
exactitud cuál será su tasa real, el rendimiento real de un - 
préstamo será también incierto. Es decir, que la tasa pura de 
interés se vuelve incierta cuando se tiene en cuenta el fenó­
meno inflacionario.
Black fue el primer autor que trató esta relajación 
del modelo CAPM y prácticamente todo lo tratado sobre el tema 
gira en torno a su trabajo (4). Black observa que Friend y - 
Blume, por una parte, y Black, Jensen y Scholes, por otra(5), 
al realizar diferentes tests sobre el CAPM, llegan a la con - 
clusión de que en la realidad las carteras de coeficientes bes 
ta elevados están recompensadas por debajo de lo que la teo - 
ría predice, mientras que ocurre lo contrario en las carteras 
cuyas betas son bajas. Por eso Black, Jensen y Scholes plan - 
tean un modelo de mercado de dos índices cuyos resultados in­
dican que explica mucho mejor la relación entre el rendimien­
to y el riesgo que el modelo de mercado de un solo índice. El 
modelo de dos índices que utilizan estos autores es el siguien
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= U í * + (1~ h *  *Z (6'3)
donde R es el retorno de un segundo factor explicativo con - z
coeficiente beta cero y, por tanto, independiente del mercado.
De la observación de este nuevo modelo se desprende
t—'
que cuando R_ es positivo, las carteras de bajos valores del 
coeficiente beta tendrán mayores rendimientos que los previs­
tos por la SML del CAPM standatd (expresión (6.1)), mientras 
que ocurrirá lo contrario en carteras con coeficientes beta - 
altos; de esta forma, el modelo de dos Índices tiene un mayor poder ex 
plicativo del comportamiento real de los rendimientos de los 
títulos que el modelo standard del CAPM.
Como sugiere Black, una posible razón de la obten - 
ción de estos resultados empíricos puede estar en que el su­
puesto referente a la existencia de un activo libre de ries­
go no se cumple en la realidad.
6.2.2. El nuevo modelo de precios de equilibrio de los 
activos financieros en ausencia de un activo li 
bre de riesgo.
6.2.2.1. Propiedades de las carteras frontera
Cuando no existe un activo libre de riesgo y todos 
los activos son arriesgados, ya estudiamos en el capítulo III 
como la frontera eficiente era la rama superior de la hipérb£ 
la representada en la Figura 3.9.
Antes de entrar de lleno en el modelo de Black, es
necesario demostrar tres teoremas sobre las carteras de mínima 
varianza (6), teoremas que luego permitirán demostrar que la 
cartera de mercado es una cartera eficiente (7).
En el capítulo III se demostró que los pesos o pon­
deración con que intervienen los distintos títulos dentro de 
una cartera frontera vienen dados por la siguiente expresión:
en donde hemos introducido un pequeño cambio en los símbolos
combinación lineal de dos carteras frontera: e y g (de mínima 
varianza), los pesos de esa cartera p pueden expresarse de la 
siguiente manera:
donde w representa la proporción en que interviene la cartera 
e dentro de la cartera p y (1-w) la proporción en que lo hace 
la cartera g.
Teniendo ésto en cuenta, el rendimiento esperado de 
la cartera p, vendrá dado por la expresión:
(6.4)
utilizados allí, al poner éj en lugar de e para hacer mayor
■V
hincapié en que e^  es el supuesto rendimiento esperado de la 
cartera q:
= cte. dada
Si ahora consideramos una cartera p formada por una
= w X tt 4- (1-w) Xa p e g (6.5)
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Desde el momento que e y g son dos carteras fronte­
ra, las proporciones en que intervienen los distintos títulos 
dentro de ellas vendrán dadas por:
1
X e =
r-1
ac - b‘ 
1
ee (cE-b[ln] ) - ( b E - a [ l n]) (6.7)
- 1
'g
( o E - b [ l J ) - ( b B - a [ l nJ)l (6.8)
Llevando (6.7) y (6.8) a (6.5), se tiene:
X_ = r - 1
^ ac - b
(we* 4- (1 -w) e*) (cE - b |lj ) - (bE - a n
y recordando (6.6), se puede finalmente escribir:
1
X^ = ------ rr- VP , <~* ac - b
- 1
4  (°E - b [1n] > -'(bE-a[ln]) (6.9)
Por tanto, tal como indica esta última expresión, - 
se comprueba que la cartera p es una cartera frontera, por lo 
que podemos afirmar que cuando se tienen en cuenta únicamente 
los n activos arriesgados, y se hace caso omiso sobre la exis 
tencia de un activo libre de riesgo, cualquier combinación li 
neal de dos carteras frontera es otra cartera frontera. Afir­
mación que constituye el enunciado del teorema 1 sobre las - 
propiedades de las carteras de mínima varianza.
A continuación vamos a demostrar el recíproco de es 
te teorema, esto es, que en las condiciones que acabamos de - 
enunciar, toda cartera frontera puede ser obtenida por una - 
combinación lineal de dos carteras frontera cualesquiera(8).
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Cuando plahteamos el problema de la selección de -
cartera en el capítulo III, vimos como las condiciones de 
primer grado para la existencia de la frontera eficiente ve­
nían expresadas por (3.27), (3.28) y (3*29) que constituían 
un sistema de (n4-2) ecuaciones con (n-í-2) incógnitas. Nuestro 
propósito ahora es trabajar únicamente con (3.2 7) y teniendo 
en cuenta que por (3.54):
ciente en el punto representado por la cartera eficiente p), 
ver qué valor debe tomar k para que:
\
2 S
(6.10)
(en donde S
P d<T(Sp)
(6.11)
Por tanto, segün (3.27)- tenemos (9):
(6.12)
—1Premultiplicando • (6.12.) por V” se logra despejar X :ir
(6.13)
llamando v ^  a los elementos de y teniendo en cuenta que
(6.14)
x np
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podemos expresar un elemento cualquiera i del vector columna
Xp de la siguiente forma:
ip
x
2
n
V  ' rs./
A vi.i E(Ri)Ó = 1
n
0=1
i=1,2,..,,n 
(6.15)
En (6.15) hay n ecuaciones que ¿junto con (6.10) su­
man (n-M) ecuaciones, quedando por ver qué valor hay que dar­
le a k para que se cumpla (6.11):
n
Vip
x_, _ = 1 (6.16)
i =  1
y así poder hallar las (n4-2) incógnitas: xip (i=1.2,...,n), X 
y k.
Por tanto, hay que standarizar la ecuación (6.15) - 
de forma que se cumpla (6.16). De esta forma, si definimos: 
n ^  n n
x ie = E(RÓ) f  Z  Z VÜ  B(V
j=i i=1 j=i
n n nxig = Zvi3 / Y . Zvid
j=1 í=1 j=1
no hay duda que se cumple que:
n
(6.17)
(6.18)
I x ie = 1
i=1
n
Z x ig = 1
(6.19)
(6.20)
d=1
y llamando
pe
Pg
n n ^
21 2IV., E(R •)
i=1
n n
r  E vid
i=i j=i
(6.21)
(6.22)
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estamos en condiciones de expresar (6,15) de la siguiente for 
ma:
“ xip = ype xie * ypg xig i=1>2,...,n (6.23)
donde k debe ser tal que:
¿ x . p = 1  (6.24)
i=1
Así que tomando sumatorios en (6.23), desde i=1 
hasta n, tenemos:
E xip = ype ( f xie) + ypg ( f xig) = 1 <6*25>
i=1 i=1 i=1
y recordando (6.19) y (6.20), .podemos escribir: 
n
Y~x. = y 4- y = 1  (6.26)
Z_ iP pe Jpg v 1
i =  1
El rendimiento de la cartera p puede expresarse co­
mo:
V  [Vi <6-27>
i=1
e, igualmente, los rendimientos de las carteras e y g serán:
K  = ¿ x íe%. <6‘28)
i=1
%  = (6‘29)
i=1
Por lo que teniendo en cuenta (6.23), (6.28) y (6.29) 
podemos expresar el rendimiento de la cartera p en función . de 
los rendimientos de las carteras e y g:
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RP Y L XipRi Y1 ^ ypeXie ypgxig^Ri^
i=1 i=1
n n /V/
n n_
L
i= 1
ype ^ ¿ xieRi^ ypg^¿.X igRi^ = ypeRe + ypgRg
(6.30)
De este modo, cualquier cartera de mínima varianza 
p, puede ser expresada como una combinación lineal de las dos 
carteras e y g. Pero además, e y g son dos carteras de mínima 
varianza, ya que ambas se corresponden con los siguientes ca­
sos particulares de la ecuación (6,30):
R.
y P e = 1
ypg = 1 “ ype = 0
R
g
y pe = 0
ypg = 1 “ ype = 1
(6.31)
Por otra parte, g es la cartera de mínima varianza 
que está situada en el centro de la hipérbola, ya .que según - 
(6.21):
y . Ape 2
0 . A
2
A- o
n nr t v í í e(v
i=1 3=1
n n
r  r ' u  E(Ha>
1=1 3=1
(6.32)
y despejando la pendiente de la frontera eficiente en el pun­
to representado por la cartera g en (6.10), y llevando el va­
lor de (6.32), resulta:
<r(Rp> oO (6.33)
X/2 0/2
En términos gráficos, la posición de la cartera g -
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dentro del segmento de hipérbola que representa la frontera 
eficiente es:
Figura 6.1
En resumen, queda demostrado el teorema 2 que dice 
que toda cartera de mínima varianza puede ser expresada como 
una combinación lineal de dos carteras frontera.
Ahora, combinando los teoremas 1 y 2, estamos en con 
diciones de poder afirmar que en ausencia de un activo libre - 
de riesgo, toda combinación lineal de un número cualquiera de 
carteras frontera es otra cartera■frontera y, en particular, - 
por lo que respecta a la parte superior de la hipérbola, . que 
toda combinación lineal de carteras eficientes es otra cartera 
eficiente. Esto último constituye el teorema 3 que, como es 1<5 
gico, no necesita demostración adicional.
6.2.2.2. La cartera de mercado es una cartera 
eficiente
El teorema 3 nos va a permitir confirmar que la car­
tera de mercado es una cartera eficiente. En efecto, la carte­
ra de mercado está compuesta por todos los títulos del mercado 
y en las proporciones que los mismos se dan en el mismo. Los
títulos de la cartera de mercado se encuentran distribuidos - 
en las distintas carteras individuales cuya suma en equili- - 
brio debe ser igual a la cartera de mercado. Pues bien, como 
todos los inversores son individuos racionales que escogen - 
distintas carteras de la frontera eficiente, según cual sea - 
su aversión al riesgo y su preferencia del consumo presente - 
frente al consumo futuro, a partir del teorema 3, estamos en 
condiciones de afirmar que desde el momento que la cartera de 
mercado es una combinación lineal de carteras eficientes, di­
cha cartera de mercado será por lo tanto eficiente y estará - 
situada sobre la frontera eficiente.
Por otra parte, según el teorema 2, también sabemos 
que una cartera frontera puede ser expresada como una combi­
nación lineal entre uña cartera frontera cualquiera y, por - 
ejemplo, la cartera de mercado.
6.2.3. La cartera beta cero (10)
Ya hemos adelantado que cualquier cartera frontera 
de mínima varianza se puede generar a partir de una combina­
ción lineal entre dos carteras frontera. Una de ellas hemos - 
visto que puede ser la cartera de mercado M, y la otra será 
la cartera de mínima varianza con coeficiente beta cero.
De este modo, al igual que en el modelo standard -
del CAPM, cualquier individuo únicamente invertía en el acti­
vo libre dé riesgo y la cartera dé mercado M; ahora, en ausen 
cia de un activo libre de riesgo, cualquier individuo única - 
mente invertirá en la cartera Z de beta cero y la cartera de
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mercado M, donde tanto Z como M son dos carteras frontera de 
mínima varianza. Las proporciones que invertirá en cada una 
de las dos carteras frontera dependerán de su aversión al - 
riesgo y de su preferencia del consumo presente frente al - 
consumo futuro.
ción que se da entre el rendimiento y el riesgo de un título 
en ausencia de un activo libre de riesgo, y luego generaliza­
remos la expresión para cualquier cartera eficiente o no.
cida en el Capitulo III, hipérbola que representaba todas las 
carteras de mínima varianza (eficientes o no) y trazaremos la
tangente a dicha hipérbola en el punto M que representa la -
\
cartera de mercados
A continuación vamos a demostrar cuál es la reía -
Para ello vamos a situarnos sobre la hipérbola dedu
F
cr(^
Figura 6.2.
La pendiente de esa tangente es:
(6.34)
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Por otra parte, como vimos en el capítulo III, al - 
hablar de la relación entre el rendimiento y el riesgo de los 
títulos que forman parte de una cartera eficiente, se puede 
escribir según la expresión (3.61) que:
t rv/
E(R,) - E(R )
sp = --- ^=-4rr---- p¿;'~  0"(iL) (6.35)
p c o v Í R ^ R p )  - CT (Rp) P
donde p es una cartera eficiente cualquiera y, en particular, 
cuando hacemos referencia a la cartera eficiente de mercado Iví:
E(R±) - E ( % )  _  '
= —  — - ¿ ~  CT (R^) (6.36)
cov(R± jRjyj) - cr (%)
igualando las dos expresiones (6.36) y (6.34)» referentes a la 
pendiente de la frontera eficiente en el punto M, tenemos:
E C H p  - E ( % )  _  ^  ^  S(S¿) - E(HZ)
M ~ r  \ \ O IRjjjJ -
cov(rí ,rm )- cr (rm ) “ cr(RM )
E('Rí ) - E(í^) -2
   V • cr (%> = - BÍBz)
COv(R^,R^) — (y (Rm )
— - * % >  - » < %
cr { % )  ____
~  • f~,~, .1 oov(R^,R¡j)
E(R^) - E(R>j) = E(Rz)-E(Rm )4- E(Rm )-E(R2)  r ^ J L
“ cr vrm;
E(R^) = E(R^) 4- HeC^) - E(RZ)J . (bt (6.37)
Esta expresión, válida para todo título, también lo 
es para toda cartera eficiente o no, ya qqe si multiplicamos 
ambos miembros de (6.37) por x^p y sumamos desde i igual a - 
uno hasta n:
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¿ x iP ^  = ¿ S P E ( r z) + [e(%i} - e(S/z)] z * í v h
i=1 i=1 i=1
E(R^) = E(^) 4- E(R¿¡)-E(R;.) (b (6.38)
Como 1$ cartera p puede ser una cartera cualquiera 
podemos concretar sustituyendo p por Z:
%(.%)= E(RZ) 4- E(R^) - E(R^ )J (b z
y despejando puedas
E(r"z) - EÍR'g) O
(i, =
E(I^) - E(íTz) E(^j) - E(ffz)
= O (6 .3 9 )
y, en consecuencia:
coV (^,RM) = 0 Z cr2 (%) = o . (6.40)
Por tanto, la cartera Z tiene un coeficiente beta - 
igual a cero, por lo que no está correlacionada con la carte­
ra de mercado. De entre las múltiples carteras que verifican 
esta condición, se reserva el nombre de cartera beta cero a - 
aquella cartera que entre ellas tiene una varianza mínima, es 
decir, que la cartera Z de coeficiente beta cero se sitúa so­
bre la frontera o hipérbola; con lo.cual tanto la cartera be­
ta cero Z como la cartera de mercado M son dos carteras fron­
tera. Y así, aplicando directamente el teorema 2, toda carte­
ra frontera y, en particular, toda cartera eficiente, será - 
una combinación lineal de la cartera de mercado y de la cart^ 
ra beta cero.
Como M es una cartera frontera pero además eficien-
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te, está situada en la parte superior de la hipérbola, y, se­
gún las propiedades de esta curva, toda tangente a la parte - 
superior d,e la misma debe cortar al eje de ordenadas en un —  
punto situado por debajo de su centro. Por tanto, tal como se 
observa en la Figura 6.2., Z está situada por debajo de la 
cartera g, cuya ordenada coincide con la del centro de la hi­
pérbola, por lo que la cartera Z siendo una cartera frontera 
de mínima varianza, no es una cartera eficiente.
En ausencia de un activo libre de riesgo, con expec 
tativas homogéneas, todos los inversores se enfrentan a una - 
frontera eficiente tal como la señalada por la curva gMF de - 
la Figura 6.2. El punto de la misma sobre el cual decida si­
tuarse un inversor individual dependerá de la forma que ten­
gan sus curvas de indiferencia, que depende de su aversión al 
riesgo y de su preferencia temporal entre el consumo presente 
y el consumo futuro.
Si el inversor se sitúa en algún punto de la fronte 
ra eficiente entre g y M, su cartera estará formada por una - 
combinación lineal de las carteras M y Z ambas con pesos o 
ponderaciones positivas.
Pero si elige un punto entre M y F, entonces única­
mente invertirá en la cartera M, adoptando una posición a cor 
to o al descubierto en la cartera Z (11)*
Finalmente, si se sitúa en M, únicamente invierte eá 
la cartera de mercado y el peso de la cartera Z no es positivo 
ni negativo, sino nulo.
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Por tanto, aunque todo inversor reparta sus fondos 
entre las carteras Z y M, como hay inversores que adoptan po­
siciones a^ corto en la cartera Z, otros a largo y otros que - 
ni siquiera invierten en ella, resercando todos sus fondos pa 
ra la cartera de mercado, no todos los inversores tienen car­
teras cuya composición de activos arriesgados sea la misma, - 
ya que dicha composición dependerá del peso que tenga la car­
tera Z y, en consecuencia, el teorema de la separación ya no 
se cumple*
En el equilibrio, la agregación de todas las carte­
ras individuales debe dar la cartera de mercado. Pero según - 
acabamos de ver, cada individuo, según cuáles sean sus curvas 
de indiferencia, adopta una combinación lineal distinta de - 
las carteras M y Z. Por lo que, para que la agregación de to­
das las carteras individuales resulte ser la cartera de merca 
do, es necesario que la suma de todos los recursos invertidos 
en la cartera beta cero sea nula.
Por último, como ya hemos visto, en ausencia de un 
activo libre de riesgo, R^, éste es sustituido por E(R^) ©n - 
la expresión que relaciona el rendimiento y el riesgo de un 
título, con lo cual si E(RZ) y  Rf (12), entonces la expresión 
(6.38) sería la respuesta teórica al fenómeno observado por - 
Black, Jansen y Scholes referente al sesgo que se producía en 
el test del modelo standard de precios cíe equilibrio de los - 
activos financieros, ya que (6.38), en el supuesto de que -• 
EÍR^) Rf» tendrá una ordenada en el origen mayor y una pen­
diente menor.
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6.3. El Modelo de Precios de Equilibrio con una 
Tasa de Préstamo Libre de Riesgo
w
%
Acabamos de ver en el epígrafe anterior cual es la 
relación entre el rendimiento y el riesgo de un activo indivi 
dual o de una cartera de valores cuando no existe un activo - 
libre de riesgo. Ahora nos proponemos estudiar una situación 
intermedia entre el CAPM standard estudiado en el capítulo IV 
y el modelo de Black con la cartera beta cero. Para ello, va­
mos a suponer que existe un activo libre de riesgo que los in 
versores pueden prestar, pero no pedir prestado.
El estudio de esta situación intermedia es necesa - 
rio para abordar posteriormente el análisis del modelo de 
equilibrio cuando existe divergencia entre las tasas de inte­
rés a las cuales se puede prestar y pedir prestado el activo 
libre de riesgo.
Vasicek (13), en un artículo publicado, demuestra - 
que se siguen cumpliendo las principales características del 
modelo de precios de equilibrio, aunque la relación lineal en 
tre el rendimiento y el riesgo de un título esté compuesta 
por dos segmentos lineales de distinta pendiente.
En el capítulo III, vimos que la frontera eficiente 
en el caso de tratar únicamente con n activos arriesgados ve­
nía dada por una curva convexa (una hipérbola) tal como ]a di­
bujada en la Figura 6.3> y que al añadir el activo libre de - 
riesgo, a cuya tasa de interés se podía prestar y pedir pres­
tado en cantidades ilimitadas, la nueva frontera eficiente -
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era aquélla línea del haz de rectas que partiendo de R^ era - 
tangente a la frontera eficiente anterior en el punto T y se 
prolongaba,hasta T1.
cr
Figura 6.3
Pero es obvio que cuando no se puede pedir prestado 
a la tasa de interés del activo libre de riesgo, los puntos 
de la recta entre T y T 1 no son accesibles, por lo que la 
frontera eficiente, bajo el supuesto planteado en este epígra 
fe, está compuesta por el segmento de recta R^T y el segmento 
curvo TMF (siendo M la cartera de mercado).
Se habrá observado que en la Figura 6.3, la cartera
de mercado M está situada por encima de la cartera arriesgada
•*/
T, lo cual equivale a suponer que R^ <; E(RZ) , es decir, que la 
tasa pura de interés es inferior al rendimiento esperado de la 
cartera beta cero de mínima varianza. Vamos a demostrar que - 
esto es cierto.
Imaginemos una cartera eficiente*e compuesta por -
una combinación lineal de un préstamo a la tasa pura de inte­
rés Rf y la cartera arriesgada T. Como la cartera T está si­
tuada sobre la frontera eficiente de los activos arriesgados, 
ya vimos en el epígrafe anterior que, por el teorema 2, se - 
puede expresar T como una combinación lineal de dos carteras 
cualesquiera, y en particular de las carteras frontera Z y M, 
es decir, de la cartera beta cero de mínima varianza y de la
it y
cartera de mercado. Por tanto, la cartera eficiente e estará 
compuesta por el préstamo sin riesgo a la tasa R^, la cartera 
beta cero y la cartera de mercado. Si designamos por w^ ., y 
a las respectivas proporciones en que intervienen cada uno 
de los tres componentes de la cartera eficiente'* e'l podemos ex 
presar su rendimiento de la siguiente manera:
^  ^  f wi>  0 <14)
R0 = wfRf 4-w R 4-w R c o n i  (6.41)
£wf 4- w z + wM = 1
y aplicando el operador esperanza, matemática, se tiene:
Eíí^) = wfRf 4 wzE(R^) 4- wm E(R¿¡) (6.42)
Por otra parte, aplicando el operador varianza en (6.41) y re- 
cordando que la cartera beta cero no está correlacionada con - 
la cartera de mercado, como tampoco lo está el rendimiento del 
activo libre de riesgo con ningún otro activo o cartera arries* 
gada, podemos escribir:
= wz cr2 E^Z^ WM ^  ' (6*43)
Supongamos contrariamente a como lo hemos hecho . en 
la figura 6.3 que E(R^) <R^. En este caso, si se aumenta la - 
proporción en que interviene el activo libre de riesgo en la
3 3 2.
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cartera eficiente e y se disminuye la participación de la car 
tera beta cero en la misma, por (6.42) y (6.43) 3e tendrá que
w n i
aumenta el rendimiento esperado de la cartera eficiente e, al 
mismo tiempo que habremos disminuido su varianza. Del mismo - 
modo, si suponemos que EÍR^) = Rf> volviendo a efectuar el 
mismo trasvase de fondos desde la cartera beta cero al activo 
libre de riesgo, según (6.42) y (6.43), el rendimiento espera 
do de la cartera eficiente V  será el mismo, pero su varianza 
será menor. En ambos^casos, al aumentar a expensas de se 
obtendrá una cartera que será preferida a la cartera"e" primi­
tiva, con lo cual la cartera'1 e" de jará de ser eficiente en con 
tra del supuesto inicial de partida. Por tanto, se puede con- 
cluir que E(R„) >  Rf tal}. como lo hemos plasmado en la Figura
6.3.
Por último, E(RZ) y Rf son las ordenadas en el ori­
gen de las rectas tangentes a la frontera eficiente de los ac 
tivos arriesgados en los puntos M y T respectivamente. Como 
la frontera eficiente de los activos arriesgados es una curva 
creciente sin puntas de inflexión, el punto M debe estar si­
tuado por encima del punto T.
En resumen, cuando se puede prestar a la tasa pura
de intereses pero no pedir prestado a dicha tasa, la nueva
frontera eficiente es el segmento curvilíneo R^TMP, cumplién­
dose que:
Rf < i ( H z) <  E(%) <  E(Rm ) (6.44)
El inversor se situará en distintos puntos de la - 
frontera eficiente R^ TJüIP según cuáles sean sus curvas de indjl
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ferencia. Si elige algún punto del segmento de frontera efi - 
oiente lineal entre y T (sin incluir los extremos) su car­
tera óptima está compuesta (tal como acabamos de ver en (6.41))
*
por una combinación lineal del activo libre de riesgo, la car 
tera beta cero y la cartera de mercado.
Cuando el punto de tangencia entre las curvas de in 
diferencia y la frontera eficiente es algún punto del segmen­
to curvo TM, la cartera óptima estará compuesta por la3 carte 
ras frontera Z y M, ya que la cartera T, según el teorema 2 - 
del epígrafe anterior, se puede expresar como úna combinación 
lineal de Z y M.
Finalmente, si la cartera óptima se encuentra en al 
gún punto entre M y F, el inversor tomará una posición a cor­
to en la cartera beta cero e invertirá sus fondos propios y - 
los provenientes de la venta al descubierto de Z en la carte­
ra de mercado.
En cualquier caso, cuando se agregan las demandas - 
individuales de todos los inversores, las compras netas de la 
cartera beta cero deben ser nulas y la suma de las carteras - 
de todos los inversores debe ser la cartera de mercado en el 
equilibrio. Ahora, al igual que en el caso estudiado en el ■ - 
epígrafe anterior, el teorema de la separación no se cumple y 
las proporciones en que intervienen los activos arriesgados - 
difieren de unos individuos a otros.
A continuación vamos a ver cuál es la relación en­
tre la rentabilidad de un título o cartera (eficiente o no) y 
su riesgo .expresado por su correspondiente coeficiente beta.
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Para las carteras (eficientes o no) que únicamente
contienen activos arriesgados , ya comprobamos al estudiar la
cartera beta cero (ecuación (6.38)) que la relación de equi­
librio entre su rendimiento esperado y su respectivo coefi- -
ciente beta era:
E(Rp) =  E(S^) 4- E(R¡j) - E(R"Z) £ p  (6.45)
y tal como se observa en la Figura 6.4, únicamente es válida
para carteras con coeficientes beta superiores al de la cart£
ra T. -
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<■ Figura 6.4
A la izquierda del punto T de la figura 6.3, las -
carteras eficientes contienen además de las carteras Z y M ,  -
el lítulo libre de riesgo, por lo que (6.45) no es una reía -
ción válida para ellas.
Una cartera compuesta por el título libre de riesgo
y la cartera T, tiene un rendimiento que se puede expresar —
del siguiente modo:
^0 = Wrp 4* (1 - wT) Rf (6.46)
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Teniendo en cuenta (6,46), el coeficiente beta de la cartera 
eficiente“e“toma el siguiente valor;
cov(He>Rjj) 
 2"e = w,o- (%) <r (%)
Asimismo, tomando esperanzas en (6.46) 
E(R0) = E(Rj) 4 (1-wt) Rf
cov(Rm,RM )
= WT í ’ T (6.47)
(6.48)
y como la cartera T es una cartera arriesgada, entonces veri­
fica la ecuación (6.45)> por lo que podemos llevar el valor - 
correspondiente de E(R^) a (6.48), con lo cual:
E(Re) = w* (E(R,) 4T e (rm) - e (rz) P>T) 4 (l-wT)Rf
Si ahora tenemos presente (6.47) y reagrupamos, se obtiene:
E(Rg) = Rf 4 E(Rm ) -E(Rz) 4
E(R„) -R.
Q>T
(8e (6.49)
Por tanto, el rendimiento esperado de una cartera - 
eficiente que contiene el activo libre de riesgo es una fun - 
ción lineal de su riesgo p>0 , pero la relación difiere de la 
correspondiente a carteras eficientes arriesgadas en la orde-
. / N /
nada en el origen, que ahora es R^ en lugar de E(R^) > y ©n el 
precio por la reducción del riesgo, que ahora se ve aumentado 
por la cantidad positiva (EÍRg) -R^)/ P>,p , que hace que la - 
pendiente de la relación (6.49) sea mayor que la correspon- - 
diente pendiente de la relación (.6.45)*
Por último, cabe destacar que el mercado premia al 
individuo que corre un riesgo a una tasa igual a la pendiente 
de la relación lineal entre la rentabilidad y el riesgo, y -
q q o o o \\
que el riesgo que el mercado recompensa ©3 el riesgo sistemá­
tico; es decir, el coeficiente beta bien sea de una cartera - 
eficiente o no, o de un título individual. Por lo tanto, si 
un individuo, en vez de invertir sus fondos en una cartera 
eficiente, lo hace en un activo individual, desde el momento 
en que:
n
(6.50)Pe = 2 _ XieP i
i=1
entonces el mercado sólo le recomensa por correr el riesgo  ^
y la relación entre el rendimiento y el riesgo de un activo - 
individual podrá deducirse de (6.49) teniendo en cuenta (6.50) 
y el hecho de que el individuo únicamente desea invertir en el 
activo arriesgado i:
ECRp = Rf 4-
_  ^  E(R„)-Rf
E(Rm) - E(RZ) 4- —  Z
O T
& (6.51)
expresión que junto a la (6.37) nos proporciona los dos seg­
mentos de la relación lineal entre la rentabilidad y el ries­
go de un activo individual en el caso de que se pueda prestar 
pero no pedir prestado a la tasa de interés del activo libre 
de riesgo.
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6.4* El Modelo de Brennan
jEn esta sección, al igual que en la anterior, supon 
dremos que existe un activo libre de riesgo, pero que las ta­
sas de interés a las que se puede prestar (P^) y pedir presta 
do (R-g) no coinciden, siendo Rg> (15). En ausencia de in­
flación incierta, este supuesto no está muy alejado de la rea 
lidad; la tasa pura de interés podría ser el tipo de interés 
que los bancos comerciales ofrecen por la colocación de los 
fondos a plazo fijo y, como todo el mundo sabe-, no es el mis­
mo tipo de interés que recibe el que coloca el dinero a plazo
fijo, que el cobrado por el banco a las empresas y particula­
res que piden un préstamo, siendo por supuesto este último ma 
yor.
Friend y Blume (16) han sugerido que esta desigual­
dad entre las tasas de interés a las que se presta y se pide
prestado, puede ser la posible causa de la discrepancia entre
la relación rentabilidad-riesgo de un título calculado en ba­
se a los datos ex-post y la relación predicha ex-ante por el 
modelo teórico CAPM.
Brennan (17), recoge la sugerencia apuntada por . - 
Friend y Blume y construye un modelo de equilibrio con tasas 
de interés diferentes para prestar y pedir prestado, mostran­
do como el CAPM standard y las versiones de Black y Vasicek - 
son casos particulares de su modelo más general. Los principa' 
les resultados a los que llega Brennan son dos: 1) En todos - 
los casos, en equilibrio, el retorno esperado (E(R^)) de un - 
aotivo individual es una función lineal de su respectiva co-
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varianza (cov(R^,R^)). 2) Todas las carteras de activos arriéis
gados son combinaciones lineales de dos carteras de activos - 
arriesgados: la cartera arriesgada de mínima varianza y la - 
cartera arriesgada óptima cuando R^ = R^ = 0.
Sin embargo, no seguiremos el mismo camino tomado - 
por Brennan, sino que aprovechando los resultados que acaba - 
mos de obtener en el epígrafe anterior, añadiremos el supues­
to de que se puede pedir prestado a una tasa superior a R^, - 
argumentando de una forma similar a la realizada por Fama(l8) 
y Aftalion y Viallet (19).
Así, si en la Figura 6.3. añadimos la posibilidad - 
de pedir prestado sin limitación a una tasa de interés supe - 
rior a la tasa a la que se puede prestar fondos, tendríamos - 
la siguiente situación:
"  F
Figura 6.8
Ahora, siguiendo un razonamiento similar al emplea­
do anteriormente (20), la nueva frontera eficiente estaría 
constituida por: 1) El segmento de recta en donde el in-
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inversor presta parte de sus fondos a la tasa de interés Rg e 
invierte el resto en la cartera arriesgada T (que tal como ya 
hemos vistp con anterioridad es una combinación lineal de las 
carteras Z y M, ambas con pesos positivos). 2) El segmento cur 
vo TU, en el cual toda cartera arriesgada situada en el mismo 
se puede poner en función de Z y M. 3) El segmento de recta - 
UU' donde cada cartera está compuesta por una cantidad que se 
pide prestada a la tasa Rg, invirtiendo el individuo sus fon­
dos propios más el préstamo a la tasa Rg en la cartera arries 
gada U, que a su vez se puede expresar como una combinación - 
lineal de las carteras Z y M, en donde Z tiene un peso negati 
vo.
Por lo que respecta a la relación entre la rentabi­
lidad y el riesgo de los activos individuales, dicha relación 
será siempre lineal, pero su representación estará formada 
por tres segmentos de recta con distintas pendientes, tal co­
mo muestra la figura siguiente:
E
Figura 6.6
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Con respecto a lo3 dos primeros segmentos de recta 
R^T y TU, no añadiremos aquí nada, puesto que su deducción - 
es idéntica a la realizada en el epígrafe anterior, por lo - 
cual concentraremos nuestra atención en la relación lineal 
que debe producirse en las carteras de coeficientes beta su­
periores a
Para carteras situadas en el segmento TU de la Fi­
gura 6.6, hemos visto anteriormente que la relación de equi­
librio entre el rendimiento esperado y su coeficiente era:
E(Rp) = E(RZ) 4- E(R¡j) -E(RZ) (?> (6.52)
A la derecha del punto U en la figura 6.5» las car 
teras eficientes son una combinación lineal de un préstamo - 
pedido por el inversor a la tasa Rg y una inversión de todos 
sus fondos, los propios más los del préstamo, en la cartera 
U:
■r¡ = Wy ^  - (W u - 1) Rg (6.53)
El coeficiente beta de la cartera ef iciente “e¡‘ te­
niendo en cuenta (6.53), se puede expresar del siguiente modo
cov(R ,Rm) cov(R0 ,Rm )
Pe =  2T-T  = wu  TSrr—  = wu P u  <6-54)
<r (%) var (%)
Además, tomando esperanzas en (6.54), se tiene:
E(Rq ) = Wy E(R¡j) - (wy-1) Rg (6.55)
como la cartera U está situada sobre la frontera, es por tan­
to una cartera arriesgada que verifica la relación (6.5 2):
E(R^) = E(E:z) 4. FeÍ^j)-ECr'P 0  u (6.5 6 )
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llevando el valor de (6.56) a la expresión (6.55):
B(R¡) = Wu-ÍE.ÍEp* [e(%) - E(RZ)J (b g) - (wg-1) Rg (6.57)
que, finalmente, teniendo presente la ecuación (6.54) se pue­
de reagrupar (6.57) del siguiente modo:
(^ >e (6.58)
Por tanto, este tercer segmento que expresa la reía 
ción lineal entre rentabilidad y riesgo de una cartera .(21), 
tiene una ordenada en el origen superior a la de las carteras 
con coeficientes beta, comprendidos entre y y una
pendiente menor, ya que como EtRgJcRg, el término añadido en 
la pendiente de (6.52) es negativo. De modo que la pendiente 
de (6.58) será positiva pero menor que la pendiente de (6.52).
En resumen, en los tres modelos de precios de equi­
librio estudiados hasta ahora, qué se corresponden con distin 
tos grados de relajación del supuesto sobre la existencia de 
un activo libre de riesgo (que se puede prestar y pedir pres­
tado ilimitadamente a la tasa R^), se sigue manteniendo la r£ 
lación lineal entre el rendimiento esperado de un activo indji 
vidual EÍR^) y su riesgo aunque el premio por soportar
un riesgo mayor no es siempre el mismo y varía segón el nivel 
de las en los modelos presentados.
Sin embargo, el teorema de la separación no se cum-. 
pie en ninguno de los tres modelos. Además, es necesario in­
troducir el supuesto de que se pueden dar ventas al descubier 
to en los .activos arriesgados, con lo que parece que se pier-
E(Re) = Rg 4- E(R¡¡j) -E(RZ) 4-
E(R„) - RLB
(iU
de generalidad
6.5» Expectativas Heterogéneas
Siguiendo la línea de abandonar cada vez una sóla - 
de las hipótesis del CAPM, dejando inalteradas-las restantes, 
en este epígrafe vamos a suponer que existen expectativas he­
terogéneas entre los distintos inversores y que, en consecuen 
cia, su visión sobre el curso futuro de las cotizaciones de 
los títulos así como de los futuros dividendos varía de un in 
versor a otro. Por tanto, existen expectativas heterogéneas - 
en cuanto al futuro valor de los títulos arriesgados, pero se 
admite que existe un activo libre de riesgo sobre cuyo tipo 
de interés están de acuerdo todos los inversores, pudiéndose 
prestar y pedir prestado en cantidades ilimitadas a dicha ta­
sa de interés.
Rf = — —  (6.59)
VVP1
Las expectativas homogéneas evidentemente no se dan 
en la realidad. No puede existir concordancia entre las prev¿ 
siones futuras de los distintos inversores y prueba palpable 
de ello es la negociación diaria que se produce en la Bolsa, 
donde hay personas que venden un valor pensado que es probable 
que en el futuro ya no vuelva a alcanzar cotas tan altas (o
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que subirá muy poco en relación con otros valores), mientras 
que otras personas compran ese mismo valor pensando que subí 
rá en el fut-ro y así podrán obtener ganancias de capital 
sustanciosas. En definitiva, hay gente que tiene expectati­
vas alcistas mientras que otras las tienen a la baja y debi­
do a ello es posible que todos los días se pueda abrir una - 
nueva sesión donde.se produzca una compra-venta de valores - 
que queda reflejada en un volumen de contratación bursátil - 
mayor o menor.
Al tener expectativas heterogéneas, -los inversores 
diferirán en la estimación de los (3n4-n )/2 parámetros nece 
sarios para resolver el problema de selección de cartera. Es 
decir, que los inversores harán previsiones diferentes sobre 
los rendimientos esperados, varianzas y covarianzas de los - 
títulos existentes en el mercado y, en consecuencia, cada in 
versor tendrá una frontera eficiente de activos arriesgados 
distinta, que luego, al añadir el activo libre de riesgo, da 
rá lugar a nuevas fronteras eficientes lineales pero también 
distintas para los diferentes inversores. Por tanto, cada in 
versor tendrá su propia línea del mercado de capitales tal - 
como refleja la figura 6.7.
e (r v
Figura 6.7.
Si cada inversor calcula una hipérbola distinta co­
mo froñtera eficiente de activos, arriesgados, es evidente, 
que el punto en que la recta que parte de es tangente a di 
cha hipérbola (cartera arriesgada Q) es distinto, con lo cual 
3.a cartera eficiente que elija cada inversor (combinación li­
neal de R^ y Q) será también diferente. La cartera arriesgada 
Q ya no tiene por qué ser la cartera de mercado y, es más, pa 
ra muchos inversores puede que la cartera de mercado M sea 
una cartera ineficiente (21). Por otra parte, el precio por 
la reducción del riesgo, que viene dado por la pendiente de 
la CML, será también distinto para los diferentes inversores.
Además, hay que tener en cuenta que según las deducí 
ciones hechas en el capítulo IV, si no existe una Línea del - 
Mercado de Capitales (CML) común a todos los inversores, tam­
poco existirá una Línea del Mercado de lo3 Activos Financie - 
ros (SML) tal como la reflejada por la expresión (4.14) del 
capítulo IV. Sin embargo, cabe preguntarse si a pesar de todo 
esto no existirá una relación de equilibrio entre la rentabi­
lidad y el riesgo de cualquier activo individual y, por tanto, 
unos precios de equilibrio de todos los activos individuales 
para los cuales:
- Las cantidades prestadas y tomadas a préstamo a - 
la tasa R^ se igualen.
- La oferta total de cada uno denlos títulos arries* 
gados iguale a la demanda de los mismos hecha por los inverso/ 
res individuales.
La búsqueda de los precios de equilibrio de los ac­
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tivos financieros cuando existen expectativas heterogéneas va 
a ser nuestra próxima tarea, ■‘■'ara ello, en lugar de partir de 
la expresión (4.40) del capítulo IV, particularizada para las 
distintas previsiones de los diferentes inversores y efectuar 
luego la agregación de dicha expresión para todos los inverso, 
res del mercado, tal como lo hacen autores como Lintner(22) y 
Sharpe(23), partiremos del análisis de las decisiones de con­
sumo-inversión tal como ya lo hicimos en el álti'mo epígrafe - 
del capítulo IV, pero teniendo en cuenta en el momento de la 
agregación el hecho de que las expectativas de los diferentes 
inversores son heterogéneas (24).
La razón de este proceder está en que creemos que - 
este segundo enfoque es más completo, ya que contempla un con 
texto más amplio, las decisiones de consumo-inversión, y tie­
ne en cuenta las diferentes funciones de utilidad de los in­
versores así como la riqueza inicial de los mismos, de modo - 
que al efectuar la agregación, no se calcula simplemente la - 
media aritmética de los distintos precios previstos por los - 
diferentes inversores, sino una media ponderada de acuerdo 
con las preferencias y. situación particular de cada inversor.
Con expectativas heterogéneas, cada inversor se com 
porta como si estuviese resolviendo una optimización tal como 
la planteada en las ecuaciones (4.46) del capítulo IV, pero 
adaptando las expresiones (4.43) y (4.44) añadiendo el subín­
dice i en E(Vj2) y cov(V^2 f V ^  » d*k=1,2,...,n, con el fin 
de recoger la distinta visión que sobre el futuro valor de ■ - 
las firmas tienen los inversctes:
3 4  P.
t
Ei = Eíc^) = ¿ xij (6.60)
3=i
cr^ = cr (c2i) = ^  ^ 7 X idX ik covi^V j2’Vk2^ (6.61)
d=1 k=1
Las condiciones necesarias para que cada inversor 
maximice su utilidad esperada vienen dadas como antes por - 
(4.48) y (4.50), pero en (4.49) es necesario sustituir E(V^) 
y cov(V^2 ,Vk2) por ^ ( V ^ )  y covi(Vj2,\ 2 ^  con el fin de re~ 
flejar las expectativas heterogéneas de los distintos invers£ 
res, con lo cual, siguiendo los mismos pasos que en el capítu 
lo IV nos condujeron de (4.51) a (4.57)> ahora tendríamos co­
mo expresión equivalente de la (4.57) la siguiente que recoge 
el hecho de que existen expectativas heterogéneas:
dcr? n —  ^  dcr2
0d B“  Ei ^ 2 > * 2 E X ilc C0Vi < V \ 2 > * - ^  V d1 =
i k= 1 11
j=1.,2,... ,n (6. 62)
Para poder hallar una expresión del valor de equili
brio de la firma j al principio del período 1, nuevamente es
necesario agregar todas las ecuaciones de la firma j de todos
los inversores y despejar V.-:
J *
J L  ¿ c r ?  ^
51 ---- —  E.Cv.p)
1=1 dE. 1 3 2 M M ^  ^
Tj1 = ------  L_-----------j- £  ^ _ x lk cOVi(V.2 ,Vk2)
o  ° 1=1 l£=1
j=1,2,... ,n (6. 63)
donde &  es según (4.60):
, M d CT ?
¿  = j r ------—  (6.64)
1=1 d °11
Observando conjuntamente (6.63) y (4.62), se ve que 
en lugar de Y  E ( V a b o r a  aparecen los valores de mercado - 
esperados ,en el período 2 por cada individuos. pondera
dos por sus respectivas tasas marginales de sustitución del 
consumo esperado en el período 2 por la varianza del consumo 
en el período 2: d <T^/dE^. Asimismo, en el segundo término - 
del segundo miembro de (6.63)» en lugar de encontrarnos con -
s cov(V.9 ,V, 0), ahora aparece el mismo sumatorio pero exten-
k=1 J
dido a las covarianzas propias de cada inversor ponderadas -
por la fracción de la firma k que dicho inversor i tiene:
M M ^  ^
T~ 5 Z X jt.c o v .(V.Q ,Vvo). Evidentemente, cuando existen expec 
k=1 i=1 1K 1
tativas homogéneas, los subíndices que aparecen en V
cov^(V^2 >Vk2^ desaparecen y teniendo en cuenta (4.52) y (4.59) 
la expresión (6.63) se convierte en la (4.62) antes considera 
da en el capítulo IV.
El siguiente paso es transformar (6.63) en la exprjg. 
sión equivalente a la (4*69), pero teniendo presente las ex­
pectativas heterogéneas de los inversores. Para ello, es nece 
sario señalar que:
k=1 k=1
(6.65)
de modo que (6.63) puede ahora escribirse de la siguiente ma­
nera:
M
Si ahora sumamos en (6.66) para todas las firmas - 
del mercado y operamos convenientemente, podemos conseguir la 
intepretaaión del cociente 2/£ :
dcr
2
I
M
¿ i  d E i
—  %  (v^) - vM1
Z OOVÍ (VM2-c2i>
i=1
(6.67)
donde E^C^g) 63 -^a estimación del inversor i del valor de 
mercado esperado de todos los títulos de todas las empresas - 
en el período 2, y >°2i) 63 la es'fcimaci(5n inver -
sor i de la covarianza entre el valor de mercado de todas las 
firmas y su consumo en el período 2. Llevando (6.61) a (6 .6 6 )  
se tiene:
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1
T
m dcr
X
i=i d E i
-
i=i£_ %
W~
Ei^M2^ " &  VM
M
’Z covi(V32»°2i)
i=1
Z  COVi^VM 2 ,c2i^
i =  1
(6.68)
Por otra parte, si multiplicamos y dividimos ambos 
miembros de (6.68) por la expresión 7 dada en (4 .5 9 )  y tenien 
do en cuenta la definición de O que dimos en (4.72), se tie-
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Recordando que
~  n ^  ' M
> VM 2 =  Z V Ó2=  Z ^ i  í6‘70)
3=1 1=1
en el supuesto de que exista concordancia, es decir, expecta­
tivas homogéneas, podemos escribir:
M. _  ^  M ^  ^ M _
21* covi (VM2 >°2i) = cov(YM 2 ,c2i) = cov(VM 2 , c2i) ^
i=1 i=1 i=1
= co v (Vj^ 2 , V^ j2 ) = Q* (Vjyj2) . (6.71)
M ^  M ^  _  M
covjL(V;.2 ,c"2i) = oov(Y^2 ,o^±) = cov(Vj2 , =
i=1 i=1 i=1
= cov(Vj2/vM2) • (6.72)
De modo que, con expectativas homogéneas (6.69) se convierte 
en (4.73).
Ahora nos queda llegar a una expresión similar a la 
(4.78) del capítulo IV, pero que recoja el supuesto de expec­
tativa heterogéneas. Para ello es necesario dar una interpre­
tación de 0 en el nuevo contexto de las expectativas hetero
géñeas. Así, si imaginamos una firma, llamémosle firma cero -
(2 5), tal que:
^  covi(Vo 2 ,c^i) = 0 (6.73)
i=1
entonces, operando y despejando © en (6.69), llegamos a:
2
9  - 1=1 81 ■ ■ / S -  (6-74)d|T 1
1=1 d Ej
Si al mismo tiempo suponemos que existe un activo 
libre de riesgo, el cual se pued.e prestar y pedir prestado - 
sin limitación alguna y sobre cuyo rendimiento, dado por (6. 
59), están todos los inversores de acuerdo, entonces se pue­
de sustituir el rendimiento de los títulos de la firma cero 
por el rendimiento o tasa pura de interés del activo libre - 
de riesgo:
’ V .M de
E
e = i=i d E i F1 F2
dcr!
Mz
1=1 d E.
= 1 4 - %  (6.75)
F1
Finalmente, si llevamos el valor de B encontrado - 
en (6.75) a (6.69), tenemos (26):
V
31
r M
14-R,
dcr?
\ —
d E.
1=1 i
-  Ei < V
----------2“
dcr?M_
h  d E i
derMz —-
i=i d Ei
Ei(vM2)
~ M" T T T  
¿  1
- (1«Rf )V.M1
1=1 d E i
covi(VM 2 ,c2i^
1=1
M
» y~ cov(Vj2»c2i) 
i=~1
3=1,2,...,n
(6.76)
Xa expresión (6.76) nos proporciona cual es el va- • 
lor de equilibrio de una firma al principio del período 1 ba­
jo el supuesto de expectativas heterogéneas. Si en (6.76) tene­
mos en cuenta que:
3 51
% i  = ¿E v ji 
3=1
(6,76) nos proporcionará un sistema de n ecuaciones con n in- 
%
cógnitas, que por lo general es de esperar que tenga una solu 
ción dnica y determinada.
Evidentemente, (6.76) se reduce a (4.78) si se hace 
el supuesto de que las expectativas son homogéneas, por tanto 
'(4.78) es un caso particular de la expresión (6.76), que aca­
bamos de obtener. Es decir, el modelo standard CAPM, una de - 
cuyas hipótesis básicas es la de expectativas homogéneas, no 
es más que un caso particular del modelo más general de pre­
cios de equilibrio plasmado en la ecuación (6.76).
En resumen, hemos logrado relajar el supuesto refe­
rente a las expectativas homogéneas obteniendo una expresión 
más general para el modelo CAPM, pero a un coste muy elevado; 
ahora no basta con estimar, en base a los datos del mercado, 
Eív^), E(VM2), covCYj^Vj^) y <T2 (%2^ (d=1 »2».. • tn) y re
solver el sistema de ecuaciones dado por (4.78), sino que es
necesario disponer de previsiones a nivel individual de
^
^(V^), ^(Vjjg), cov^Vj2’°2l) y oovi(VM2’°2i^  ’ adenlá3 de las 
tasas marginales de sustitución de cada individuo del consumo
esperado en el período 2 por la varianza del consumo en el pe 
ríodo 2: dCT^/dE^, con lo cual el modelo se convierte, a ni­
vel empírico, en un modelo inoperativo desde el momento en que 
resulta realmente imposible efectuar todas esas previsiones - 
correctamente (2 7 ).
MCuanto más realista es un modelo, más generales
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son sus conclusiones. Pero cuanto más explícito, menor es su 
valor... La teoría considerada en la sección precedente de - 
este capítulo no tiene ninguna fuerza. Su3 deducciones son lo 
suficientemente generales para ser coherentes casi con cual­
quier experiencia observada. Al explicar todo, no explica na­
da" (28).
En definitiva, lo que se ha ganado en generaliza- - 
ción al introducir el supuesto de las expectativas heterogé­
neas, se ha perdido en poder predictivo, por lo que en los es 
tudios empíricos no hay más remedio que usar el modelo stan­
dard planteado en el capítulo IV si se quiere llegar a algán 
resultado práctico.
6.6. Los Activos no Negociables: el Capital Humano
Cuando tratamos de las decisiones de consumo-inver­
sión (29) que llevaban a cabo los inversores, en el contexto 
de dos períodos, suponíamos que la riqueza inicial de cada in 
dividuo estaba compuesta por el valor de mercado de la venta 
de todos sus activos financieros, realizada al principio del 
período 1, y por el salario o rentas del trabajo personal de 
todo el período 1, que suponíamos recibía al principio de di­
cho período. En base a esta riqueza inicial, y segán sus pre­
ferencias, el individuo efectuaba una decisión de ccnsumo-in-
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versión a principios del período 1, según la cual, dedicaba 
al consumo corriente del período- 1 unidades monetarias y 
el resto, , lo invertía en los n activos arriesgados dispo­
nibles en el mercado; todo ello de acuerdo con un proceso de 
optimización de selección de cartera, Asimismo, suponíamos 
que el individuo no trabajaba en el período 2.
Posteriormente (30), volvimos a efectuar un desarr£ 
lio similar y mediante un planteamiento ligeramente distinto, 
hallamos el equilibrio individual de cada inversor suponiendo 
que existían n activos arriesgados, después agregamos las de­
mandas individuales a nivel de mercado y, luego de identifi­
car el activo libre de riesgo, conseguimos calcular los pre­
cios de equilibrio de los n activos arriesgados de la econo - 
mía.
Por tanto, el individuo únicamente podía invertir - 
en los n activos financieros correspondientes a las n firmas 
que actuaban en la economía, donde las operaciones de compra­
venta de las acciones se efectuaban en la Bolsa. Sin embargo, 
reducir todos los activos a los hasta ahora tratados no deja 
de ser una simplificación de lo que ocurre en la realidad. En 
el Mercado de Valores no se negocian más que una parte de los 
activos de una economía, existiendo una parte importante de - 
los mismos: empresas que no cotizan en Bolsa, bienes inmobi­
liarios, oro, dividas, objetos de arte, bienes de consumo du­
radero (31), etc., cuyas operaciones de compraventa no se - 
realizan en la Bolsa, aunque pueden tener sus mercados parti­
culares en donde se pueden efectuar transacciones con ellos.
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Por otra parte, los individuos también poseen activos que no 
son negociables, que no son vendibles, pero que, sin embargo, 
les proporcionan unas rentas o ingresos a lo largo de su vida: 
el capital humano.
"El capital humano se define como el conjunto de ha 
bilidades, talentos y conocimientos productivos de un indivi­
duo" (32). Pero como ya hemos dicho, no existe un mercado que 
cuantifique su valor; sólo sabemos la renta actual que produ­
ce (salario que percibe el individuo en el período actual), - 
siendo necesario efectuar previsiones en cuanto a los sala- - 
rios a percibir en el futuro.
Esta ausencia de un mercado donde negociar el capi­
tal humano ha llevado a Thurow, Coates y otros (33) a calcu - 
lar su valor en base a la capitalización de los salarios futu 
ros inciertos, pero ese camino plantea más interrogantes de - 
los que resuelve. ¿Cuáles son las probabilidades asociadas a 
los posibles salarios futuros? ¿Cuál será la vida del activo? 
¿Qué tipo de interés debe utilizarse en la actualización?¿Qué 
prima de riesgo debe sumarse al tipo de interés para plasmar 
la incertidumbre que comporta el cobro de esos futuros sala - 
rios?
Por tanto, el tratamiento del capital humano es un 
problema muy complejo, sobre todo en los modelos multiperíodo. 
Sin embargo, en el contexto de un modelo de dos períodos y si 
tratamos la renta que produce tanto el capital humano como - 
cualquiera de los otros activos omitidos como algo exógeno al 
modelo, el tratamiento se simplifica bastante tal como se ob-
servará más adelante.
Si contrariamente a lo hecho en el capítulo II, aho>
%
ra suponemos que el individuo recibe un salario por el traba­
jo efectuado en el período 2 al principio de dicho período, - 
la situación es distinta. No tendríamos ningún problema si - 
existiese un mercado perfecto de capital humano donde el indi 
viduo pudiese emitir acciones sobre la renta futura de su tra 
bajo y venderlas. En este caso, el valor de mercado del capi­
tal humano de un individuo entraría a formar parte de y el 
individuo únicamente mantendría acciones de su propio capital 
humano si esas acciones formasen parte de su cartera óptima; 
pudiéndose dar el caso efe que un individuo compre todas las ac 
ciones de su capital humano, en cuyo caso, el valor de las - 
mismas entraría a formar parte de h-j.
Pero si no existe un mercado perfecto donde negó- - 
ciar el capital humano, como en la realidad ocurre, el sala - 
rio recibido al principio del período 2 no es negociabls y, - 
por tanto, no se puede hacer líquido en el período 1, por lo 
que no forma parte ni de ni de h^, sino de ^ j  -es decir, - 
que la riqueza inicial del período 2 (incierta) estará constjl 
tuída por el valor de mercado de la cartera de activos negocia 
bles comprada a principios del período 1,y enajenada al final 
del mismo, más las rentas del trabajo del período 2 recibidas 
al inicio de dicho período. Por tanto, en ausencia de un mer­
cado perfecto del capital humano, el individuo está obligado ' 
a mantener en cualquier cartera posible su propio capital hu­
mano (34).
A continuación vamos a construir un modelo de dos
períodos que recoja y tenga en cuenta el capital humano y
los restantes'activos no considerados en el capítulo IV, don- 
%
de únicamente tratamos con n activos financieros negociables 
en Bolsa, Para ello partimos de la formulación del modelo de 
do3 períodos (35) utilizada en aquel capítulo y así vamos a - 
suponer que el inversor tiene una función de utilidad espera­
da 4ue depende del consumo corriente del período 1, c^, del - 
valor esperado del consumo en el período 2, E^, y de la variai 
za del 
(4.45):
2
consumo en el período 2, tal como lo hicimo.s en -
para la cual:
au. v 9u, aus
—  > 0  -- —— —  >  0 ■ ■ l < 0 (6.78)
a o 1± 3 e í
Asimismo, definimos vjp. como Ia cantidad aleatoria 
en unidades monetarias recibida por el inversor i al final - 
del período 1, o principios del período 2, por las rentas de­
rivadas de su capital humano y otros activos no negociables -
(36). Por tanto, Vj^ es una cantidad exógena en el modelo que 
vamos a tratar aquí (37). Sin embargo, como’bien observa Wil 
liams (38), existe una interrelación entre la inversión en - 
educación y la inversión en los activos negociables, debiendo 
el individuo decidir, de acuerdo con sus preferencias, qué - 
parte de su tiempo dedica al trabajo, qué parte a la mejora -. 
de su formación profesional y qué parte al ocio (39).
Definida V*2 como una cantidad aleatoria exógena al
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modelo, las expresiones (4.43) y (4.44) del capítulo IV, re­
ferentes al consumo esperado en el período 2 y a la varianza
's-
del consunto del período 2, quedarán modificadas como sigue:
\  = E(c2i) = ¿ xij E(Vj2) 4 ECVjj*) (6.79)
j=1
<r2 = <r2 Cc2i)
3=1 k=l 3=1
(6.80)
El problema a resolver por el inversor i, al prin­
cipio del período 1, consiste en elegir los valores: c.,., x . . 
(j=1,2,...,n) que maximicen su utilidad esperada, respetando 
la restricción del presupuesto, es decir, que el valor total 
del consumo corriente y la inversión en los títulos de las - 
diferentes empresas iguale a su riqueza inicial del período 1 
sin sobrepasarla:
Max ü± (c^, Eit cr\) (6.81)
n
sujeto a: 4- ^ I x ijV ji (6.82)
3=1
Luego de formar la expresión Lagrangiana y derivar
id
con respecto a c.., x.. (j=1,2,...,n) y quedarla:
 —  = ------- -^---- A .  = o (6 .8 3 )
Scu  3 c u
3 u i 2>Ui , c)Ui n ' ~  ,
ij d E i a C T i k=1
4 covíVjj^ .Vjg))  -  \ 1y il = o d=1.2,...,n (6 .8 4 )
5üi n
" = w 1i ~ c1i “
3=1
a wn  -  c-n -  y  x 4 iV , i  = 0 ( 6 .8 5 )
11 11 10 J1
358
Si despejamos el valor de \  ^  en (6.83) y lo lleva
o
mos a (6 .8 4 ), dividimos ambos miembros de (6.8 4) por 
y teniendo* en cuenta (4.55) y (4.56), la expresión (6 .8 4 ) que 
da de la siguiente forma:
2
d cr
“ I T 1" E(ró 2 ^ 2(Z X ik oov^ 2 » \ 2 ) + 007(7¿,,Vd2)) 4. 
a *i k=1
dcr^
4- V = O 3 = 1,2,... ,n (6.86)
de.. d1i
Para que el equilibrio del mercado sea posible es - 
necesario que:
n
y  = 1 3=1,2,...,n (6.87)
i=  1
Así, si agregamos las ecuaciones de demanda de los 
activos de la firma j de los distintos inversores (6.86) y te 
nemos en cuenta (6 .8 7), llegamos al valor de equilibrio de la 
firma j en el período 1:
V j1 = %  E(?32) " ( ¿ cov^ 2 > V k2) + c o v í V ^ ^ g »
k=1
j=1,2,... , n (6.88)
donde:
VH2 = ¿  Vji, (6.89)
i=1
y X  y & ya ^an sido definidos en (4.59) y (4.60)
La expresión (6.88) es similar a la (4.62) del capí
r>/
tulo IV, pero con el término corrector c o v (^h 2 ’^ j2^ ^ ue r—  “
fleja la covarianza entre el valor de mercado de la firma j y
las rentas en unidades monetarias de todos los activos no ne 
gociables en el período 2.
w
Para interpretar los cocientes Y/& y 2/¿ y po­
der llegar a una expresión más concreta de Y.., en la cual -
J '
hayan desaparecido los gustos de los inversores resumidos en 
Y y 5 , operaremos como en el capítulo IV, Así, si en (6.88) 
sumamos para todas las empresas y tenemos presente las expre­
siones (4.65) y (4.66):
VM 1 = E(VM2) - 2/j (<J2( % 2) + oov(7^2 ,Vj/¡2)) (-6.90)
y despejando 2/<S :
%  E(Vjí2 ) - V m1
2/¿ =  77 "  :-------73— ~  (6.91)
<r (VM2^ oov(VH2’ M2^
Si ahora llevamos (6.91) a (6.88) y recordando (4.70) 
y (4.72), tenemos:
V . i T w v  U f  £ (\ 2) - Yi.n 0
e  L j2 o -2 (Vm 2 ) + c o v ^ , ^ )
. (cov(V.2 ,VM 2 ) + oov(v|j2 ,'v;j2 ))j (6.92)
Del mismo modo, razonando como en el epígrafe 6 -del 
capítulo IV, si existe un activo libre de riesgo, por (4.77) 
se tiene que:
©  = 1 + Rf . " (6.93)
Por lo que (6.92) se puede finalmente expresar como:
3 6 0
A esta expresión se le puede dar una interpretación 
similar a la (4.78) del capítulo IV. Así, una empresa cual­
quiera j ofrece dos cosas distintas al inversor al principio 
del período 1: su rentabilidad o valor de mercado esperado en 
el período 2(E(V^2) y el riesgo, o suma de la covarianza de - 
su valor de mercado con el valor total de todas las firmas en 
el período y de la covarianza de su valor de mercado con el - 
valor de todas las rentas monetarias de todos los activos no 
negociables (cov(V^2 ,VM2) 4- cov(V^2 ,VH2)).
El precio de mercado de una unidad de rentabilidad
es
1 4- Rf
(6.95)
mientras que el precio de mercado de una unidad de riesgo es:
E(VM2) - VM10 * R f)
(6.96)
siendo ( <3"2 (  ^ ^ C0V^ H 2 ,^ M2^ ries£° total de todas las 
empresas del mercado.
Finalmente, si en (6.94) tenemos en cuenta que
n
VM1 Vj-j, (6.94) nos proporciona un sistema de n ecuacio -
nes con n incógnitas que generalmente cabe esperar que tenga 
una solución única y determinada, pudiéndose determinar de -■ 
este modo los precios de equilibrio de todos los activos fi­
nancieros negociables.
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A continuación vamos a calcular la expresión de la 
nueva SML correspondiente a e3te- nuevo contexto, ^ara ello se 
guiremos u*nos pasos parecidos a los que nos condujeron de - 
(4.78) a (4.87) en el capítulo IV. De este modo, segdn (4.81) 
el rendimiento esperado de los títulos de la firma j es:
E< V  - v n1 (6.97)
Operando en (6.94) y despejando E(V^2) - V-j-j» se -
tiene:
■ E(YM2) - VM1 (14-Rf) 
v— ~ “ — :—  /
“ {^ 2  ^^  00 ^H2 9 ^ M2 ^
. (covCV^g,^) + cov(^ j2,Vj2)J
y llevando (6.9 8) a (6.97):
E(Ra) = Rf +
; e(vm2) - vMid + Rf)
1 ^ “ — 7~' * ^
- CT* ^ M 2  C0v(Vu9 7m  o )H2» M2
 ^ oov(Vi2,VM2) 4- o o y (Yh 2 ,T12) ^
V J1
Teniendo en cuenta (4.8 4) y (4.85) y que:
cov(VW9,VM9) - cov(RM ,Vw9)
cov’^ V j2,VM2^ = V j1 VM1 C0V(Rj>%) 
cov V^H2,Vó2^ = V j1 c o v(Ró *VH2) 
podemos expresar (6.99) como sigue:
= Rf 4-
VM1 (%)  ^  VM1 00 v( rm  ’ VH2)
•) .
( Y .11YM1 rtT(B.1»V * V .11 COv (R.1’YH2) j
V.
(6.98)
(6.99)
(6.100) 
(6.101) 
(6.102)
Esta expresión se corresponde con la nueva formula­
ción de la SML cuando el individuo recibe rentas tanto de los 
n activos negociables como de los activos no negociables. Como 
es lógico, se convierte en la ecuación de la SML standard - 
cuando covCR^jY^) = 0  y cov(Rj,VH2) = 0, cosa que en gene - 
ral no será cierta. Por lo que según cuales sean los valores 
de c o v(Rm ,Vk2) y cov(Rj,VH2), los valores de pueden ser
mayores o menores que los previstos por la SML del modelo - 
standard, Msin que se pueda prever el sentido y la importan - 
cia de las desviaciones a menos que se conozcan las caracte - 
rísticas de la parte no visible o no líquida del mercado. Pe-
ro de todas formas, la relación lineal entre E(R.) y cov(R.,
J
rs/
Rjyj) existirá siempre” (40).
Queda por demostrar que cuando un inversor recibe - 
rentas no solo de los activos negociables, sino también de 
los activos no negociables, tal como por ejemplo él capital - 
humano, aunque existe siempre una.relación lineal entre la ren 
tabilidad y el riesgo de los activos financieros negociables, 
el teorema de la separación, sin embargo, no se cumple.
Para ver ésto, vamos a expresar las condiciones de 
primer grado del equilibrio individual ((6.86)) con una nota- - 
ción matricial, con el fin de poder resolver el sistema de n
ecuaciones con n incógnitas.
Llamando:
podemos expresar el sistema de n ecuaciones (6.86) como sigue:
2 2 
d cr 1 H . d cr f
------- —  E 4- 2 (VX. 4- V?) 4- ----- —  P = O (6.106)
d Bl d cu
Suponiendo que V es una matriz no singular, podemos 
despe jar X^:
1 dcr* . 1 dcr? . . „
X = —  (---- i-)V-1E ----(----- — )V P - V-1vf (6.107)
2 d ^  2 dcu  1
— 1 H
Al término V” lo llama; Mayers (41) "vector de - 
ajuste", ya que en el caso del modelo standard, si partimos - 
de (4.57) y lo expresamos en forma matricial, despejando X^ - 
finalmente se obtiene:
1 dcr? 1 1 d<r? 1
x - _  (---- 1_) V E  (----i-) V P (6.108)
2 d Bi 2 dou
Sabemos que según el téorema de la separación, en el 
modelo standard, cada inversor comprará el número de títulos - 
de cada una de las firmas que le indica X^ de forma que la pr£ 
porción en que intervienen cada uno de los activos arriesgados
dentro de la cartera de activos arriesgados negociables es la
misma para todo inversor. Sin embargo, cuando incluimos el ca
pital huma.no, la expresión adecuada de los no es (6.108),
— 1 H
sino (6.107) y en ella el vector de ajuste V es propio de 
cada inversor en la medida que los inversores tienen expecta- 
tivas heterogéneas en lo que se refiere a , ya que en ese - 
vector columna hemos guardado y respetado el subíndice i. En 
consecuencia, los inversores pueden mantener carteras arries­
gadas que pueden diferir ampliamente de unos a otros y el teo_ 
rema de la separación ya no se cumplirá.
Por último, interesa resaltar que aunque en este
epígrafe hemos incluido las rentas que proporcionan el capi - 
tal humano y otros activos no negociables de una .forma exóge- 
na al modelo, es decir, de la forma más simple posible, a na­
die se le escapa la dificultad que conlleva usar este modelo
con fines empíricos, ya que sería necesario efectuar estima -
ciones de cov(^h2,VM2^ y cov(Vj2 ,VH2^9 ,2 f * * * ,rl, Para cada
participante en el mercado, lo cual es complejísimo por no de 
cir imposible.
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NOTAS DEL CAPITULO VI
(1) Del mismo modo que existen distintas formas para expresar 
la SML, también se pueden hacer diferentes tests sobre la 
misma. Así, por ejemplo, si la SML viene expresada de la 
siguiente forma:
E(R¡) = Rf + (ECSJj) - Rf ) (ij
entonces la expresión adecuada con la cual hacer el ajus­
te por mínimos cuadrados sería
Ri = ° i 4 di £ 1 + q
Asimismo, conviene recordar que, tal como vimos 
en el capítulo anterior, la versión ex-post del CAPM coin 
cidirá con el modelo de mercado cuando ^ =(1- 
por lo que el CAPM también puede ser contrastado mediante 
el modelo de mercado.
(2) APTALION, P. y VIALLET, C.: "Thedrie du Portefeuille". -
P.U.P. Paris, 1977, p. 107.
(3) La existencia de cambios en el nivel de precios se aborda
rá más adelante en capítulo aparte.
(4) BLACK, F.: "Capital Market Equilibrium with Restricted Bor 
rowing". Journal of Business, vol. 45, n2 3, Julio 1972, 
p. 444-455.
(5) FIREND, I. y BLUME, M.: "Measurement of Portolio Perfor­
mance under Uncertainty". American Economio Review,vol.60 
Septiembre 1970.
BLACK, F., JENSEN, M. C. y SCHOLES, M.: "The Capital Aaset
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Pricing Model: Some Empirical Tests", en "Studies in the
Theory of Capital Markets", editado por Jensen, M.C.,
Praeger íublishing Co., New York, 1972.
%
(6) Cuando hablemos de cartera frontera o cartera de mínima - 
varianza, estaremos haciendo mención a toda la rama supe­
rior de la hipérbola dibujada en la Figura 3*9 del capítu 
lo III, mientras que cuando nos referimos a carteras efi­
cientes es obvio que únicamente estamos hablando de la 
parte de la misma señalada con trazo grueso y continuo. - 
Por lo tanto, toda cartera eficiente es una cartera’de mí 
nima varianza, pero no toda cartera de mínima varianza es 
una cartera eficiente.
(7) Para demostrar el primer teorema nos basaremos en la obra 
de AFTALION, F. y VIALLET, C., op. cit., p. 108-110.
(8) Para demostrar el segundo teorema seguiremos los pasos da 
dos por:
FAMA, E.F.: "Foundations of Finance". Basil Blacjwell, Ox 
ford. 1977, p. 278-287.
BLACK, F., op. cit., p. 446-449.
(9) Nuevamente hay un ligero cambio en los símbolos utilizados. 
Así, en vez de usar X hemos preferido poner para remar­
car que son las ponderaciones o pesos con que intervienen 
los distintos títulos dentro de la cartera p.
(10) Para desarrollar este subepígrafe, nos apoyaremos sobre - 
todo en:
AFTALION, F. y VIALLET, C., op. cit., p. 112-115.
(11) En el modelo de Sharpe-Lintner-Mossin desarrollado en el 
capítulo IV no era necesario suponer que podían haber - 
ventas al descubierto de los activos arriesgados. Aunque 
nosotros con el fin de poder dar un desarrollo matricial 
al modelo las permitimos, advirtiendo que ello no le res­
taba generalidad desde el momento en que las ponderacÍ£ - 
nes en que intervenían los títulos arriesgados en la car­
tera óptima eran positivas cuando intervenía el activo li 
bre de riesgo.
En el modelo de Black, sin embargo, el supuesto 
de que las x^ pueden tomar valores negativos es necesario 
desde un principio, digamos que sería el precio que paga 
el modelo por abandonar el supuesto de que se puede pres­
tar y pedir prestado ilimitadamente a la tasa pura de in­
terés del activo libre de riesgo.
(12) En el siguiente epígrafe de este capítulo, veremos como - 
esa desigualdad se cumple cuando existe una tasa libre de 
riesgo a la cual se puede prestar en cantidadesüimitadas, 
pero no pedir prestado.
(13) VASICEK, O.A.: "Capital Market Pricing Model vyith no Risk- 
less Borrowing". Unpublished Manuscript, Ytells Fargo Bank, 
marzo 1971.
Black, y Aftalion y Viallet recogen el contenido 
de este manuscrito, estando este epígrafe basado en el tra 
bajo de dichos autores: ■ i '
BLA CX, F.: o p. c i t.
AFTALION, F. y VIALLET, C., op. cit.
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(14) wf > O ya que en el segmento RfT de la frontera eficien­
te, el activo libre de riesgo siempre actúa con un peso - 
positivo al igual que el activo T. Por otra parte, desde 
el momento que T es una cartera frontera que se encuentra 
entre las carteras de mínima varianza Z y M, se desprende 
que wz> 0 y wM >0.
(15) FAMA, E.F.: "Foundations of Finance". Basil Blackwell, Ox 
ford, 1977.
Este autor en la página 293 de la obra acabada 
de citar, atribuye las diferencias entre estas tasas a - 
que se relaja el supuesto sobre la no existencia de costes 
de transacción, en lo que. respecta al activo libre de - 
riesgo, de modo que los intermediarios financieros hacen 
que el señor que presta a la tasa pura de interés no reci 
be Rf, sino una tasa inferior R^; y el señor que pide 
prestado a Rf, no paga Rf de interés, sino una tasa supe­
rior R-g.
(16) FRIEND, I. y BLUFEE, M. , op. cit.
(17) BRENNAN, M.J.s "Capital Market Equilibrium with. Divergent 
Borrowing and Lending Rates". Journal of Financial and - 
Quantitative Analysis, vol. 6, n^ 5, Diciembre 1971, p. - 
1197-1205.
(18) FAMA, E.F., op. cit., p. 293-298.
(19) AFTALION, F. y VIALLET, C. , op. cit., p.120-121.
(20) En el capitulo IV y en el epígrafe 6.3.
(21) "La cartera de mercado puede aparecer como ineficaz para 
algunos inversores, y quizá para todos".
SHARPE, W.F.: "Teoría de Cartera y del Mercado de Capita­
les". Ediciones Deusto. Bilbao, 1976, p. 193.
(22) LINTNER, J.: "Security Brices, Risk and Maximal G-ains - 
from Diversification". Journal of Finance, vol. 20, n2 4, 
diciembre 1965, p- 587-615.
(23) SHARPE, W.F., op. cit., cap. 6.
(24) El tratamiento de las expectativas heterogéneas en el con 
texto de las decisiones de consumo-inversión está basado 
en la obra de
FAMA, E.F., op. cit., p. 314-319.
^  n ^
(25) Como C2j_ = y~ x±\^\£2 1 se&án (6.73), el valor de mercado de
k=1
la firma cero en el período 2 no está correlacionado con 
ninguno de los valores de mercado de las distintas firmas 
que intervienen en el mercado.
(26) Lintner, partiendo de una función de utilidad de los inver 
sores exponencial y suponiendo un coeficiente de aversión 
absoluta al riesgo constante para cada individuo, desarro­
lla un modelo de equilibrio con expectativas heterogéneas, 
cuyo principal hallazgo, al igual que el modelo aquí desa­
rrollado, es que los precios de equilibrio siguen tenien­
do una estructura lineal.
LINTNER, J.: "The Aggregation of Investors' Diverse Judge- 
ments and Preferences in Purely Competitivo Security Mar- 
kets".. Journal of Financial and Quantitative Analysis, 
vol. 4, nc 4, diciembre 1969, p* 347-400.
(27) Gonedes, sin embargo, demuestra que los parámetros del - 
modelo CAPM para una clase de expectativas heterogéneas 
pueden ser observados, con lo cual da alguna esperanza so 
bre la aplicación práctica del mismo.
GONEDES, N.J.s "Capital Market Equilibrium for a Class of 
Heterogenons Expectations in a Two Parameter Y/orld". Jour 
nal of Pinance, vol. 31, n2 1, marzo 1976, p. 1-15.
(28) SHARPE, W.F., op. cit., p. 141-142.
(29) Recuérdese que el tema de las decisiones de consumo-inver 
sión fue abordado en primer lugar en el capítulo II.
(30) En el epígrafe 4.6 del capítulo IV.
(31) Como bien señalan Fama y Miller, los bienes de consumo —  
duradero: coches, yates, frigoríficos, lavadoras, etc., 
son en parte bienes de consumo y en parte bienes de inver 
sión. Así, si un individuo compra un activo duradero al - 
principio del período 1, el valor de mercado del servicio 
que dicho bien presta durante dicho período hay que res-
• tarlo de su precio de adquisición e incluirlo en c.j: el - 
consumo corriente del período 1. De forma que el precio - 
de adquisición menos el valor del servicio que presta hay 
que considerarlo como inversión e incluirlo en h^: la in­
versión total del período 1. Cuando al final del período 
1, se venden todos los activos del individuo (en el con­
texto de un modelo de dos períodos), el precio de venta - 
de esos bienes de consumo duradero nos permiten ver cual 
ha sido su rentabilidad. Por tanto, los bienes de consumo 
duradero no presentan problemas siempre que existan merca
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dos de compra-venta de coches de segunda mano, üigorífi - 
eos usados, etc,
FAMA, 'E.F. y MILIER, M.H.: "The Theory of.Finance". Holt, 
Rinehart and Winston, New York, 1972. p. 251.
(32) THUROW, L.C.: "Inversión en Capital Humano". Editorial - 
Trillas. México, 1978, p. 11.
(33) THURON, L.C., op. cit.
COATES, R.C.: "Investment Strategy". McGraw-Hill Book Com 
pany, New York, 1978.
(34) FAMA, E.F. , y MH.LER, M.H. , o.p. cit., p. 252.
(35) Brito estudia este mismo tema en el contexto de un modelo 
uniperiódico tal como el utilizado en los primeros epigra 
fes del capítulo IV.
BRITO, N.O.: "Marketability Restrictions and the Valuation 
of Capital Assets under Uncertainty". Journal of Finance, 
vol. 32, n2 4, septiembre 1977» p. 1109-1123.
(36) Al igual que en el capítulo IV, sapondremos que existen - 
expectativas homogéneas entre los distintos inversores - 
con respecto a la función de distribución de los activos 
financieros negociables, es decir, con respecto a la dis- 
tribución de la variable aleatoria V ^ (  3=1 »2 ,... ,n); pero 
las expectativas serán heterogéneas en cuanto a la distri. 
buoión de vj^ > ^ue suponemos' se comporta como una normal 
con parámetros propios para cada inversor.
(37) Aunque con una nomenclatura distinta, el modelo que vamos 
a desarrollar se basa en el trabajo de Mayers:
MAXERS, D.: "Nonmarketable Assets and the Determination 
of Capital Asset Prices in the Absence of a Riskless As- 
set" •, Journal of Business, vol, 44, n2 2, abril 1973, p. 
c 258-267.
(38) WILLIAMS, J.T.: "Risk, Human Capital, and the Investor's 
Portfolio", Journal of Business, vol. 51, n2 1, enero 
1978, p. 65-89.
(39) Williams hace abstracción del ocio en su modelo y única­
mente trata de que' parte del tiempo una persona dedica a 
trabajar y qué parte dedica a incrementár su capital hu­
mano mediante la educación y cursos de formación.
Al mismo tiempo, demuestra que en el caso par­
ticular que el individuo dedica todo su tiempo a obtener 
un salario, su modelo se reduce al modelo de Mayers, por 
lo que el modelo de Mayers es un caso particular del mo­
delo de Williams.
WILLIAMS, J.T. , op. cit. '
(40) AFTALION, F. y VIALLET, 0., op. cit., p. 106.
(41) MAYERS, D., op. cit., p. 264..
CAPITULO VII
LA INFLACION Y EL C.A.P.M.
7»1. Introducción
En el capítulo IV desarrollamos el CAPM en su - 
versión standard. Dicha versión estaba basada en una se­
rie de supuestos, algunos de ellos tan restrictivos como 
irreales. En el capítulo anterior, nos hemos ocupado de - 
la relajación de varios de dichos supuestos, pero sin em­
bargo no tratamos el abandono del supuesto referente a la 
no existencia de cambios en el nivel de precios. Precisa­
mente, por la importancia y amplitud que el tratamiento - 
del caso requeriría, hemos preferido abordar este tema en 
capítulo aparte.
Como indica el profesor Suarez (1), "la infla - 
ción es ya una constante de nuestro tiempo". Desde hace - 
ya décadas, todos los países occidentales (incluso tam- - 
bién los países de economía planificada) están sufriendo 
de una forma continua el fenómeno inflacionario, por lo 
que muchos economistas estamos empezando a- pensar que la 
inflación es algo consustancial con el sistema de econo - 
mía de mercado.
Este problema ha trascendido de la preocupación 
de los estudiosos, "la inflación ha tomado carta de natu­
raleza de tal forma en la economía moderna (últimamente - 
con carácter de inflación continuada, creciente y en algu 
nos casos acompañada de estancamiento o recesión económi­
ca), que las autoridades económicas han tenido que olvidar - 
el viejo principio de "evitar la inflación", sustituyéndolo 
por el más pragmático de "conseguir que la.inflación no sup^ e 
re tal o cual cuota" (2).
Nos encontramos con una omnipresencia de la infla­
ción en casi todo tipo de sistema económico y con unas medjl 
das de política económica que no intentan su erradicación, - 
sino simplemente su contención a una tasa adecuada, conside­
rada como inevitable o mal menor. Sin embargo, a. pesar de la 
persistencia y continuidad en el tiempo de las alzas en el 
nivel de precios, resulta extraño el retraso con que se ha - 
introducido su tratamiento en el modelo de precios de equili 
brio de los activos financieros en relación con la mayor 
prontitud con que ha sido abordada la relajación de otros su 
puestos tal vez menos restrictivos*
Como hemos visto en el capítulo IV, el origen del 
CAPM en su versión standard se puede situar a mediados de la 
década de los sesenta con los trabajos de Sharpe, Lintner y 
Mossin (3). El análisis de las principales relajaciones en - 
los supuestos del mismo, tratadas en el capítulo anterior, - 
se producen a últimos de los sesenta y principios de los se­
tenta. Sin embargo, a pesar de que Lintner en 1969 y Roll y 
Gaviria en 1973 (4) hacen los primeros intentos por tener en 
cuenta la inflación en el modelo, realmente es a partir de - 
1975 y 1976 (5) cuando aparecen los primeros trabajos en que 
se plantean con más rigor el abandono del supuesto de la no 
existencia del fenómeno inflacionario y tratan, de una forma 
más general y con mayor profundidad, el CAPM resultante del
3 7 (1
#■
nuevo contexto llegando a la formalización de la relación que 
se produce en términos nominales' entre la rentabilidad y el - 
riesgo de un título o cartera en épocas de cambio en el nivel 
de precios*
7.2. La Inflación y el Precio de las Acciones
El CAPM es un modelo que determina los precios de - 
equilibrio de los activos financieros en base a unos supues - 
tos de partida, más o menos restrictivos, sobre el comporta - 
miento de los consumidores y del mercado. Sin embargo, antes 
de abordar la relajación del supuesto referénte a la no exis­
tencia de cambios en el nivel de precios en el CAPM y de ver 
cuáles serán los nuevos precios de equilibrio de los activos 
financieros en el nuevo contexto, cabe preguntarnos que nos - 
dice la evidencia empírica sobre la relación entre los pre- - 
cios de las acciones y la inflación.
Según la teoría clásica de Irving Fisher (6), ante 
un incremento en el nivel de precios, las acciones verán au­
mentado su valor en la tasa que lo" haga la inflación, por lo 
que si bien el rendimiento nominal de los títulos sube, su - 
rendimiento real se mantiene inalterable dentro de un entorno 
inflacionario, así como también la tasa real de interés de la 
economía.
Hasta hace relativamente poco tiempo, los trabajos 
publicados referentes a los efectos de la inflación sobre la 
valoración de las acciones, no se ocuparon directamente de - 
la regresión entre los rendimientos reales observados de las 
acciones y la tasa de inflación, sino que contrastaban la hi 
pótesis deudor-acreedor neto (7). Así, en los estudios de - 
Kessel, Alchian y Kessel, Bach y Stephenson, referentes a - 
los Estados Unidos (8), y de Alessi por lo que respecta al - 
Reino Unido (9)> se demuestra que la riqueza efectivamente - 
se redistribuye entre empresas con una posición monetaria n£ 
gativa y empresas con una posición monetaria neta positiva, 
tal como prevé la hipótesis deudor-acreedor neto, como resul 
tado de una subestimación sobre el nivel que la inflación va 
a alcanzar en el futuro (10),
Sin embargo, artículos recientes sobre el modo co­
mo varían los precios de las acciones en una situación infla 
cionaria, han llegado a conclusiones que están en contradic­
ción con la hipótesis clásica de que las acciones son un 
buen refugio contra la inflación,
Lintner (11) afirma que, aunque se usen las técni­
cas contables más apropiadas para tener en cuenta el fenóme­
no de la inflación: asignar los costes de acuerdo con el mé­
todo LIBO en vez de BIBO, amortizar de acuerdo con el coste 
de reemplazamiento en vez de tener en cuenta el coste histó­
rico, etc., y, aún suponiendo que se mantuviesen los márge - ‘ 
nes de beneficio y las tasas de crecimiento de las ventas; - 
cuanto más alta sea la inflación (tanto esperada como no pre 
vista), mayor será la dependencia relativa de la empresa res
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pecto a la financiación exterior y, en consecuencia, menor - 
será el valor de las acciones en circulación al ser mayor su 
riesgo financiero.
En diferentes trabajos empíricos,Oudet, Bodie, Jaf- 
fe y Mandelker, Nelson, Pama y Schweft (12), han llegado a la 
conclusión de que las tasas nominales de rendimiento de las - 
acciones están negativamente correlacionadas con la tasa de - 
inflación. Esta correlación negativa además salta a la vista 
si contemplamos lo ocurrido en el mercado de valores sobre - 
todo en estos últimos a ñ 0 3 , ya que basta comprobar que hemos 
estado sufriendo presiones inflacionistas de dos dígitos y, - 
al mismo tiempo, la Bolsa ha caído en picado como consecuen­
cia de la crisis económica generalizada que vive el mundo oc­
cidental.
En opinión de Feldstein (13), "la relación inversa 
entre la inflación más alta y los- precios de las acciones - 
más bajos durante la pasada década no fue debida a la casua­
lidad o a otros acontecimientos económicos independientes. - 
Por el contrario, una parte importante del efecto adverso 
del incremento de la inflación sobre los precios de las ac­
ciones resulta de los fracasos básicos de las actuales leyes 
sobre impuestos de los Estados Unidos, particularmente, la 
amortización a costes históricos y los impuestos sobre ganan­
cias nominales de capital’1. Este comportamiento no neutral de 
los impuestos por lo que respecta a sus efectos sobre la va- ' 
loración de los títulos, presionando a la baja de los mismos 
en épocas de inflación también ha sido sostenido por Hong(l4).
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Sin embargo, otros autores como Johnson, Kelly y - 
Smith y también Oudet (15)> asocian la baja de los precios de 
las acciones que se producen durante los períodos de infla- - 
ción, con las alzas simultáneas que se dan en los tipos nomi­
nales de interés* Pero si bien es cierto que, en términos no­
minales, las tasas de interés suben con la inflación; como d^ e 
muestra Friedman (16), por cada punto de incremento en la in­
flación esperada, el tipo de interés sube 0*65$ requiriendo - 
dicho ajuste un período de cuatro años. De este modo, general 
mente la tasa real de interés más bien cae en épocas de infla 
ción, lo cual tal vez sea debido a que como se demuestra en - 
el estudio de Fama y Schwert (17), la tasa de interés respon­
de únicamente a la parte de la inflación esperada debida a 
las variaciones no estacionales en los precios de los bienes 
de consumo que integran la cesta de la compra del Indice de - 
Precios al Consumo, mientras que dicha tasa de interés perma­
nece inalterada ante las variaciones estacionales de los pre­
cios de los bienes de consumo*
Asimismo, Feldstein (18), también piensa que la tasa 
real de interés, una vez aplicado el impuesto sobre la renta - 
de las personas físicas, realmente cae en épocas que se produ 
cen alzas en el nivel de precios.
Finalmente, para concluir este breve epígrafe refe­
rente a si las acciones son o no un buen refugio contra la in 
ilación, Fama y Schwert (19)> en un estudio sobre la forma y 
amplitud en que los diferentes activos ofrecen una protección 
contra la erosión monetaria, han llegado a las siguientes con 
clusiones' examinando el período 1953-71•
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1) Los bonos y pagarés del gobierno de los Estados Uní—  
dos ofrecieron una protección completa contra la in­
flación esperada,
2) Los bienes raíces privados residenciales fueron un re 
fugio completo contra los dos tipos de inflación: la 
esperada y la no esperada,
3) Al menos para intervalos de tiempo superiores a los 6 
meses, las rentas del trabajo provenientes del capi_ - 
tal humano, en el mejor de los casos, fueron uña ba­
rrera parcial contra la inflación esperada y la no es^  
perada,
4) Los rendimientos de las acciones estuvieron relaciona 
dos negativamente con la inflación esperada en el pe­
ríodo de estudio.
En definitiva, parece ser, tal como se desprende de 
los últimos estudios sobre el tema hechos en los Estados Uni­
dos, que las acciones o títulos de renta variable no ofrecen 
una protección ni consistente ni completa contra la inflación.
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7.3. Antecedentes del Modelo de Preciog de Equilibrio
de los Activos Financieros bajo Inflación Incierta
%
En este epígrafe, siguiendo el camino emprendido en 
el capítulo anterior, vamos a relajar el modelo CAPM abando_ - 
nando uno de sus supuestos y dejando el resto de los supues - 
tos inalterados. En concreto, supondremos que, tal como se ob 
serva en la realidad, se prodúcen cambios en el nivel de pre­
cios.
Como ya apuntamos al inicio de este capítulo, la t£ 
ma en consideración de la inflación y la consiguiente relaja­
ción del supuesto concerniente a la misma, ha sido tratada - 
con un relativo retraso en comparación con la relajación más 
temprana de o tro 3 supuestos, tal vez no tan importantes como 
éste, ya que nadie había cuestionado ni puesto en duda la 
existencia del fenómeno inflacionario en los países de econo­
mía de mercado y, sin embargo, su tratamiento no había sido 
recogido en el modelo teórico del CAPM.
Los primeros antecedentes del CAPMUI (Capital Asset 
Pricing Model under Uncertain.Inflation) se remontan a Lint - 
ner, Roll y Gaviria (20). uNo obstante, los parámetros clave 
de sus modelos están adn en términos reales más bien que nomi 
nales y, por tanto, los efectos de la inflación incierta so­
bre las decisiones financieras no pueden ser analizadas explí_ 
citamente" (21). Además, el modelo de Roll, por ejemplo, par­
tía de la existencia de un activo libre del riesgo de infla—  
ción, es decir, de un activo cuyo rendimiento tiene un coefi-
38?
ciente de correlación con respecto a la tasa de inflación po­
sitivo e igual a la unidad. Sin embargo, en opinión de Solnik 
(22), es altamente improbable que exista un activo de estas - 
características.
Chen y Boness (23) son de los primeros en dar una 
versión del CAPIvIUI en términos nominales. Su modelo es discre 
to y uniperiódico, sólo consideran dos momentos del tiempo: - 
ahora y más tarde. Pero el modelo, de Chen y Boness tiene la - 
limitación de que suponen que la función de utilidad de cual­
quier inversor es cuadrática, lo cual no está probado y, en
todo caso, parece más bien improbable que dicho supuesto se -
/
cumpla.
Poco después, aparece la versión del CAPMUI de 
Friend, Landskroner y Losq (24) que, siguiendo los anteceden­
tes de Merton y Ross (25), trabajan con un modelo continuo, - 
ya que parten del supuesto de que' la tasa nominal de rendi- - 
♦ miento de un título cualquiera se genera por un proceso Gaus-
siano (Wiener) continuo. Pyun (26) demuestra que el modelo de 
Chen y Boness es un caso particular del modelo de Priend, 
Landskroner y Losq, cuando todos -los activos son negociables 
y ninguna variable aleatoria entra en la determinación de - la 
riqueza final del inversor en términos reales.
Sólnik (27) incorpora ei tratamiento de la^  infla- - 
ción a un modelo de selección de cartera semejante al usado - 
por nosotros en el capítulo III. Se apoya en el supuesto de 
que los rendimientos de los títulos son normales y que los - 
precios de los bienes de consumo también siguen una función -
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de distribución normal. Con respecto a los trabajos descritos 
hasta ahora, su principal diferencia es que parte del supues­
to de que'los inversores no tienen expectativas homogéneas en 
cuanto a la tasa de inflación esperada ni tampoco por lo que 
se refiere a las covarianzas entre los rendimientos de los - 
distintos títulos con la tasa de inflación. Su principal con­
clusión es que, tanto cuando existe un activo libre de riesgo 
en términos nominales como cuando no existe, la frontera efi­
ciente de un inversor particular es siempre una hipérbola en
p
los ejes (E, o" ) o una parábola en los ejes (E,CT ).
Schneller (28) formula, una versión del CAPMUI en - 
tiempo discreto partiendo de la expresión (6.37) del modelo - 
de Black. Pero Schneller considera que la expresión (6.37), - 
que muestra la relación entre la rentabilidad y el riesgo de 
un activo cualquiera cuando no existe un activo libre de riesj 
go, es válida tanto cuando se expresa en términos nominales - 
(como lo hace Black) como cuando se expresa en términos rea - 
les (caso en el que él se basa). Nosotros pensamos que ésto 
es erróneo, ya que Black hizo la demostración para rendimien­
tos nominales y la introducción de la inflación en el modelo 
CAPM no se produce por el simple abandono del supuesto sobre 
la existencia del activo libre de riesgo. Esta opinión nue^ s - 
tra también es sostenida por Solnik, el cual dice: "sería - 
atractivo suponer que los resultados de Black tienen relación 
con el caso general de equilibrio del mercado de capitales ba 
jo inflación" (29). Pero más adelante aclara: "el efecto de - 
la inflación es más perverso que el simple reemplazamiento - 
del activo libre de riesgo por una cartera beta-cero. Esto es 
incorrecto"(30).
Finalmente, en este breve repaso sobre los antece - 
dentes del CAPMUI, cabe destacar’el trabajo reciente de Elai- 
ne Chen (3'1) que basándose en el supuesto de que los rendi- - 
mientos de los títulos y la tasa de inflación tienen una fun­
ción de distribución normal, plantea una versión en tiempo 
discreto del CAPMUI;pero sin hacer ningún supuesto restricti­
vo sobre la forma que toma la función de utilidad del inver - 
sor. Aunque el modelo de E. Chen es uniperiódico, nosotros ve 
plantearemos a continuación dicho modelo en el marco de las - 
decisiones de consumo-inversión y, por tanto, consideraremos 
dos períodos de tiempo.
7*4# La Utilidad Esperada en Términos Reales.
Suponiendo que los rendimientos de los títulos y la 
tasa de inflación son variables aleatorias con funciones de 
distribución normales, entonces es suficiente tener en cuenta 
los dos primeros momentos: la media y la varianza; por lo que 
si planteamos el modelo en el contexto de las decisiones de -
consumo-inversión tratados en el capítulo II, nos encontramos
con que la función de utilidad esperada del inversor, al igual 
que en el último epígrafe del capítulo IV, va á ser una fun­
ción del consumo corriente del período 1, del consumo espera­
do del período 2, y de la varianza del consumo del período 2.
Pero claro está, al introducir la inflación en el modelo, - 
tanto el consumo esperado del período 2, como la varianza - 
del consumo del período 2, deben estar expresados en términos 
reales y no nominales, ya que ahora -el inversor maximiza la 
utilidad esperada por el consumo de los períodos 1 y 2, es­
tando el inversor interesado por el nivel que dicho consumo 
del período 2 puede alcanzar en términos reales* Por tanto,
la función de utilidad esperada del inversor i será:
Ui(c1i>ei>vi) Í7.1)
donde:
°1i = consumo corriente del período 1.
. — i
e^ = ECC^/ = consumo real esperado en el período 2.
2Vi = <r (C21) = varianza del consumo real del período 2
C2  ^= consumo aleatorio en términos reales del período 2
cumpliéndose además que:
3 %  au, ^u.
> 0   —y  0  —  < 0  (7.2)
c)cu  a  «i
ya que suponemos que el individuo tiene aversión al riesgo.
La tasa de inflación incierta se define como sigue: 
y  = _ ,  1 (7.3)
siendo 1^ e I2 los valores que toma el índice de precios al - 
consumo al principio de los períodos 1 y 2 respectivamente.
■ El rendimiento nominal de un título vimos en (4.19) 
que se puede expresar del siguiente modos
3  8  f i ­
f í .  = — V 31 = —  1 (7 .4)
3 vdi v ói
%
y operando en (7*4) se puede llegar a que:
V i2
1 4- R. = — (7.5)
J V .
31 ■
De igual manera, para expresar el rendimiento real
de un título de una forma similar a (7.5)» es necesario de-
flatar antes los valores de la firma j, al principio del pe­
ríodo de que se trate, con el valor que toma el índice de pre 
cios al consumo en dichos momentos:
Y.p/v,.
1 4- r . = .. J2 . 2 = — (7.6)
3 v . / i»  i2/h
y teniendo en cuenta (7.5) y (7.3), podemos escribir (7.6) de 
la siguiente manera:
1 4 R.
U r . =  -------------------------------------(7.7)
J 1 4- Rj
Si ahora operamos en (7.7)» tenemos:
1 4- H . = (14-r^) (14-R^) = 1 4 5^ 4- Rj 4- r.Rj (7.8)
simplificando y despreciando el término (rj*Rj) finalmente' - 
queda (32):
= r". 4 Rj (7.9)
Si esta líltima ecuación la particularizamos para el
caso del activo libre de riesgo y tomamos esperanzas matemáti
cas:
Rf = E(rf) 4- E(R^) (7.10)
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llegamos a la hipótesis de Fisher (33), q.ue viendo como las - 
tasas de interés tienden a subir cuando suben los precios y a 
bajar, en.el caso contrario, hizo la hipótesis de que la tasa 
nominal de interés puede ser formulada como la suma de la ta­
sa real de interés y la tasa esperada de inflación (34). Como 
E(r^.) no puede ser observada, tal como afirma Schneller (35)»
(7.10) constituye más bien una definición de E(r^ .) que una re
lación de equilibrio que pueda ser contrastada. De ahí que -
(7.9) normalmente aparezca de la siguiente forma en la may£ - 
ría de los estudios sobre el tema:
r-*s ^  .
r. = R. - R j  (7.11)
Es decir, que para poder trabajar con rendimientos reales no 
hay mas que restar al rendimiento nominal la tasa de infla—  
ción.
Chen y Boness, Solnik y E. Chen usan (7.11) para re­
ferirse a los rendimientos reales aleatorios de los activos - 
arriesgados. Friend, Landskroner y Losq critican el uso de -
(7.11)» ya que para llegar a dicha expresión, tal como hemos 
visto en la nota a pie de página 33» se desprecian una serie 
de términos, por lo que (7»11) no es más que una aproximación 
que luego provoca que los resultados del modelo de Chen y Bo­
ness no coincidan exactamente con les del modelo de Friend, - 
Dandskroner y Losq; si bien es cierto que cuando se aplican - 
ambos modelos a datos reales, los resultados son similares.
Antes de seguir adelante, vamos a definir los si­
guientes símbolos que utilizaremos posteriormente: (¿i,)
h. cantidad en pesetas que compra el inversor i del acti 
vo j al principio del período 1. Hay n activos arriej3 
gados en la economía y M inversores. .
^i,n4*1: canH ^ ad neta en pesetas que pide prestada el inver­
sor i al principio del período 1 del activo libre de 
riesgo en términos nominales, es, por tanto,
igual a lo que pide prestado menos lo que presta el
inversor i. 
n
x . . = h. ./ Y- k-i -i» la proporción en que interviene el activo
j-t) J j= 1
Ó dentro de la cartera de activos arriesgados en tér­
minos nominales poseída por el inversor i.
^Mj: Pr°P°rción Q.u® representa el activo arriesgado j -
dentro de la cartera de mercado.
hi1 co v(R.j, Rj)
hi2
•
#
I = co v (R2 , Rj) 
•
¿in
•
Utilizaremos las variables , x^. para -
referirnos al CAPMUI (es decir, cuando se considera la presen 
cia de la inflación) y para referirnos a las mismas variables
4. i. i.
en el CAPM o modelo standard utilizaremos h . ., hT" x. .,i¿}7 i,n4-17 i y
En el marco de las decisiones de consumo-inversión 
para el caso de dos períodos, tal como vimos en el capítulo - 
II, se supone que un individuo tiene una riqueza inicial,
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t
que debe repartir entre el consumo corriente del período l(c^) 
y la inversión (^ -|^ ) en una cartera de valores.
%
Suponiendo que el individuo no trabaja en el perío­
do 2, su riqueza al comienzo del período 2, que como sabemos 
la dedica toda al consumo, está compuesta por el valor de la 
venta de la cartera de valores adquirida al principio del pe­
ríodo 1, valor que incluye el desembolso inicial debido a la 
compra de la misma más el rendimiento obtenido. Es decir, que 
tal como vimos en (2.2):
vr2l=c'2i = hu (14-Rp) = hii(l4- (7'12)
3=1 3=1
Pero en (7.12) se deben efectuar una serie de cambios para 
ajustar dicha expresión a un mundo donde existe la inflación.
Y, por tanto, no cabe hablar de rendimientos nominales (R^), 
sino de rendimientos reales. Por otra parte, desde un comien­
zo ya suponemos que existe un activo libre de riesgo en térmjL 
nos nominales que puede formar parte de la cartera que el in­
versor adquiere al principio del período 1. De todo lo dicho, 
se desprende que (7.12) debe ser corregida como sigue para - 
adaptarla al CAPMUI y poder expresar el consumo del período 2 
en términos reales (37).
% i =  E V 1 * 5?  " (7'13)
j = 1
Si ahora tenemos en cuenta (7.11), el consumo real 
aleatorio del período 2 puede ser expresado de la siguiente - 
manera:
C2i = Z hij(14-Rd - RI) “ hi,ni-1^1 * Rf " RI^ (7.14)
3-1
y operando llegamos a:
C2 i = h id"h i 5n+1^ + Z h i j R d “ ( Z h i;Th i,n4- P R I “  ^ . n í - l 1 
3=1 j=1 3=1
(7.15)
con lo cual hemos sustituido los rendimientos reales por los 
nominales que son de más fácil manipulación.
Asimismo, segán afirmamos antes, el individuo re - 
parte su riqueza inicial del período 1 entre consumo e inver 
sión, es decir:
w 1i = °1i h1i = °1i * Z hi 3 ' hi,nf1 (7.16)
3=1
Tomando esperanzas y varianzas en (7.15) se obtie­
ne respectivamente:
e, = E ^ . )  = ( ¿ h . . - h . in+1) 4- E(íí\) -
3=1 3=1
" ( f  hi3 - hi,n^1> E (RI> " hi , n H Rf (7.17) 
3=1
v± = cr2 (C^i) = £  Z  hÍ3hikC0V(EjEk:^ + ( Z  hij " hi ,n+i ^ '
3=1 k=1 3=1
* CT2(RI^ “ 2 Z hi j ( Z hik~hi,n-J-l) covíRj.Rj) (7.18)
3=1 k=1
Y.llevando la expresión (7.16) a (7.1?)> se tiene (38):
7.5» La Demanda de Activos Arriesgados en un Entorno
Inflacionario
w
%
Dentro del mundo de dos parámetros en que nos move­
mos, la cuestión de ver cuál es la decisión óptima de consumo 
-inversión que el inversor i debe realizar, se reduce a la sc^  
lución del problema de cómo maximizar la utilidad esperada su 
jeta a la restricción de su presupuesto inicial:
Max U ^ c ^ . e ^ v ^
sujeto a: w u  = on  + (7.20)
d=i
Es decir, que se trata de encontrar las cantidades 
c1jL, ( j=1,2,... , n), que maximicen su función de -
utilidad esperada respetando la restricción de que el consumo 
corriente del período 1 y la inversión en la cartera de valo­
res iguale a su riqueza inicial.
Aplicando la técnica de máximos y mínimos condicio­
nados de Lagrange, la expresión lagrangiana sería:
L± = U. (c1l,e.,V .) 4- k(w1i-on- ¿ h i;j4.>i)n+1) (7.21)
3=1
donde k es el multiplicador de Lagrange, y se supone que 
puede tomar valores negativos, lo cual equivale a suponer que 
éstán permitidas las ventas al descubierto.
Las condiciones de primer grado, de un máximo condi. 
cionado de ^agrange, se obtienen igualando a cero las deriva­
das de (7.21) con respecto a las incógnitas del problema: c^,
3 9 2
 ^ R j. (n4* 1 ’ ^ (39)*
au*
S c 1i
i 
ii
&
<=!
 
_?
H‘ 
H-
r»
 
1
^ íó
3 e i L'
3 vt
“ hi,n4-1
- k = O (7.22)
4- E(R^) - E(Rj)
n n
2 : h ikooT(R3,^) + J h lk cr2 ^ )  -
k=1 k=1
n+  O" " Í"i1-°1i) C0V(Rj*Rl)
d=  ^t*-1 • • • »n
-k = 0 
(7.23)
a * 4 Se,i,n4-1 — i
au,
1 4- E(R^) - Rfl 4-
^^1
3 k
9 vi
4- k = 0
= w u  - c,_.
n
- + hi,n+1 ^ 2 (Rl)
L k=1
n
1i ~ * hi,n4-1 0
3=1
(7.24)
(7.25)
El sistema de ecuaciones (7.22) a (7.25) consta de 
(n4-3) ecuaciones con (n4-3) incógnitas, que por lo general -es 
de esperar que tenga una solución única y determinada, solu­
ción que proporciona los resultados de la decisión óptima de 
consumo-inversión del individuo ,i.
Sumando miembro a miembro las ecuaciones (7>23) y 
(7.24)> se tiene:
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a u i . ____ au, r
 i- I E(R .) — Rf
3e. L . j f
3 h id i,n4-1
a^i
n
Z hik c°v(Rj-\) - 
k=1
O ó=1,2,...,n (7.26)
Esta última expresión es un sistema de n ecuaciones
con n incógnitas h . . (j=1,2,...,n). Dicho sistema de ecuacio-
J
nes también puede ser expresado matricialmente como sigue:.
i h ,
aei E - Rf Dn]
dUi
C>vi
= O (7.27)
Suponiendo que la matriz de varianzas-covarianzas V
— i
no es singular, podemos premultiplicar (7.27) por V y despe 
jar el vector columna H, que nos proporciona las cantidades - 
en pesetas que el individuo debe invertir en cada uno de los 
n activos arriesgados (40):
3v±
H = i - V - 1 [E - R f [ln] f (w1. - c u )V-1I (7.28)
Xlamando v-k al elemento de la fila j, columna k de 
_ -1
la matriz V , podemos particularizar.(7.28) para un elemento 
concreto del vector columna H:
n
hiá = T  I v5k (E(Hk ) - R f) +
i k=1
+ (W 1 Í - C U ) ¿ v  OOVÍ^.Rj)
k=1
(7.29)
y recordando que el coeficiente de correlación entre el rendí.
miento del activo k con la tasa de inflación es 
fiel = C0V(R^,R^)/(0'(R^) Cr(Rl)) se obtiene la siguiente ecua 
ción que expresa la demanda de un individuo, de los n activos 
arriesgados:
h*s = 7  4 ? "  +¿ dei k=1
4- (wu -ou ) <T(Rk) (T(^) (7.30)
k= 1
0 = 1,2,«,*,n
donde:
Sv^/ 9 e^ es la tasa marginal de sustitución entre la va­
rianza del consumo real del ¡período 2 y el consu­
mo real esperado de dicho período.
7.6, La Inflación y el Teorema de la Separación
Si partimos de (7.21), pero suponemos que no existe 
inflación incierta, esto es, que la tasa de inflación 63 nula 
o es igual a una constante (41), y operamos de una forma para 
lela a como lo hemos hecho hasta ahora, se llega a que:
híi = T  i T  j=1*2,...,n
(7.31)
Esta expresión (42) nos proporciona Xas cantidades
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en pesetas que el individuo i debe invertir en cada uno de -
los activos arriesgados cuando■no existen cambios en el ni­
vel de precios, es decir, que (7-31) es la solución del pro-
los n activos arriesgados se considera el activo libre de - 
riesgo.
Por tanto, comparando las ecuaciones de demanda (7. 
29) y (7.31) se ve como la cartera óptima de los activos 
arriesgados que selecciona el inversor, con y sin inflación, 
no es. la misma.
Según se desprende de (7.30), la demanda del inver­
sor i del activo j tiene dos componentes:. 1) SI primer iniem - 
bro de dicha ecuación que coincide con (7.31) y que, por tan­
to, representa la cantidad que un individuo desea adquirir de 
un título particular en base a la rentabilidad-riesgo del mis 
mo, en un entorno no inflacionario, de acuerdo con el modelo 
standard CAPM. 2) El segundo miembro de (7.30) que refleja la 
cantidad que un inversor demanda de un activo concreto para - 
protegerse contra la inflación o erosión monetaria.
de modo que, ceteris paribus, la demanda del activo j será ma 
yor cuanto mayor sea el coeficiente de correlación entre el - 
rendimiento de dicho activo y la tasa de inflación.
blema standard de la selección de cartera cuando junto con -
Para ver como influye la inflación en la cuantía 
del segundo componente que acabamos de mencionar, no hay más
que derivar parcialmente con respecto a
(7.32)
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A.partir de (7.31), es decir, del modelo tradi.ci£ - 
nal, si queremos hallar la proporción en que interviene cada 
uno de los activos arriesgados dentro de la cartera de acti - 
vos arriesgados, sin tomar en consideración el activo libre - 
de riesgo, debemos calcular:
c>v. n
x4- _ - -ij___________________ k=1
f - á i r  X V ^ ' V
“ 11 ± -Xtr 11 n ^
s,‘¡j f  I?- t r « v  -
J-i 2 d ei j=i k=1
n
X v dk (ECH^-Rf)
= - ¥ - l í ------- 1 ------------   (7.33)
X X V ^ - V
j=1 k=1
que expresado matricialmente, toma la siguiente forma simpli­
ficada (43):
Y~ 1 (B - Rf[1n1> 
fn]' V_1 <E“Rf [1J  >
En consecuencia, las proporciones en que intervie - 
nen un activo arriesgado, dentro de la cartera óptima de acti 
vos arriesgados, son independientes de la riqueza inicial del 
individuo y de sus gustos (o aversión al riesgo) reflejados - 
por la tasa marginal de sustitución Sv^/S siendo estas 
proporciones idénticas para todos los inversores del mercado.
La parte de que cada individuo invierta en la - 
cartera arriesgada (lo que a su vez determina que el resto de 
h ^  se invierta en el activo libre de riesgo) dependerá de su 
actitud hacia el riesgo reflejada en á©^* Es decir,
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que el nivel absoluto que alcancen las dependerá en cada 
inversor de la tasa marginal de sustitución entre la varian­
za del consumo real y el consumo real esperado en el período
2, pero las proporciones que representan los distintos ac’ti-
/ 4- xvos en el conjunto de la cartera arriesgada (x. .) serán idén
O ““
ticas para todos los individuos, con lo cual todos elegirán 
los mismos títulos para formar parte de sus respectivas car­
teras óptimas.
A este resultado ya llegamos con anterioridad en - 
el capítulo III partiendo de un planteamiento inicial ligera 
mente distinto y constituye lo que Tobin (4-4) llama "Teorema 
de la Separación".
Sin embargo, en un mundo con inflación, el íeorema 
de la separación no se cumple, ya que si nos basamos en las 
ecuaciones de demanda del inversor i de los distintos acti - 
vos j (expresión 7.28), tenemos:
x hi i
j = i 13
~t 4 ir (f  7¡koov^ y ^ L )
° 1 k=l • k=1
t 4ít(Z i vjk<E<rk)-Rf»^wii-cii>r
° 1 > 1  k=1 j=1k=1
(7.35)
Por lo que, tal como se observa en (7.35), las pro- 
porciones que representan los distintos activos arriesgados - 
dentro de la cartera óptima de activos arriesgados (sin tener
n n n n
en cuenta el activo libre de riesgos en términos nominales) 
dependen de w ^ ,  3 vj/ variables estas que son pro­
pias de cada individuo, lo cual provoca que las proporciones 
sean distintas para los diferentes inversores, por lo que 
el teorema de la separación ya nc se cumple (45).
7*7. La Relación Rentabilidad-Riesgo en el dAPIvIUI
Hasta ahora nos hemos movido a nivel del equilibrio 
de un inversor particular, pero debemos dar un paso más y lie 
gar al equilibrio del mercado, hallando cual es la relación - 
rentabilidad-riesgo y los precios de equilibrio de los acti - 
vos financieros en un entorno inflacionario.
Para ello, debemos basarnos en las ecuaciones de de
manda de los activos arriesgados por parte de los inversores
particulares y agregar éstas demandas a nivel de mercado. Así
si dividimos previamente ambos miembros de (7,-26) por c^U^/^v
y despejamos c ^ / ó e ^  (46):
n
S v i 2 (£ >  cov(R¡jRk)-(w1i-c1i) covCR.Rj))
3 ei E(Rá) - R f -
j=1,2,...,n
(7.36)
. En equilibrio, 3v^/ es una constante propia de 
cada inversor e igual para todo activo jf De modo que si par-
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ticularizamos (7.36) para los activos: j y 1, ambas expresio­
nes pueden ser igualadas:
2 I hik covÍR^R^) - (wu -ou ) c o v ^ . R p
k=1________________________________________
E(R.j) - %
]T hik covíR^.R^) - (w1l-o1l) cov(R^,Rp
= — ------------- ----------------:----------  (7.37)
E(R1 ) - Rf
Para que el mercado se halle en equilibrio es nece­
sario que la oferta iguale a la demanda, por lo que deben cum 
plirse las siguientes condiciones:
M
r hij = v 31 . (7*38)
i=1
M n n M
E  E h j  = E  E hij =
i=1 3=1 3=1 i=1
M ' M
E (w u -°i í ) = w j - ° i = E
i=1 i=1
' = VM1
Es decir, 1) que la demanda de las acciones de la - 
firma j al comienzo del período 1 por parte de todos los indi_ 
víduos debe de ser igual al valor de la firma j en ese momen­
to; 2) que la demanda agregada de todos los títulos de todas 
las empresas debe de ser igual al valor de mercado de los mi£ 
mos a principios del período 1; 3) Q.ue el valor total de las 
acciones de todas las empresas del mercado debe de ser igual 
al total invertido por todos los individuos al comienzo del - 
primer período.
n
E V31 = VM1 (7.39)
3=1 ■
n M.
E hi3 " E hi,n41 =
3=1 ¿=1
- D = VM1 (7.40)
donde;
w^: es el total de la riqueza de todos los inversores al
principio del período 1.
c-jS es el consumo corriente total de todos los individuos 
del mercado.
D 2 es el total de lo pedido prestado menos el total de 
lo prestado por todos los inversores. Por lo qi¿e en 
equilibrio, D = 0.
La expresión (7.37) es una condición de equilibrio 
individual. Si ahora sumamos esta condición de todos los in­
versores particulares, tenemos (47)•
y teniendo presente las condiciones de equilibrio (7.38) a 
(7*40), la expresión (7.41) se reduce a (4 8):
cov(R..,Rk ) - (w.ji-c1l)cov(R..,RI)
EtS'p - Rf
V j J 1  Q O  V ( R  -j 1 Ejj) —  ( W ^ C P  C O  V  ( R j  y R j  )
E(Rj) - Rf 
VM1 oovCR^,^) - (v^-c.,) cov(R^,R^.)
E(RX ) - Rf
VM1 C0V(Ej »R¡j) ~ VM i cov(R.| ,Rj) • ^ 
B(R3) - Sf 
C0V(R, jRt./t) ~ v,,- cov(R-, jRi
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E ( R p  - Rf
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cov(R^ ,R^) - oov(R^ ,Rj ) oovíI^.Bjj) - covÍR^.R^) ^
E(Rj) - Rf E(RX ) - Rf
Matemáticamente, se puede demostrar que ai:
= o (7.43)
b«i bo1 ¿ n
entonces también se cumple que:
n
r  ai
c = — ----- (7.44)
r bi
i=1
por lo que, teniendo en cuenta esta propiedad, podemos multi­
plicar y dividir antes el segundo miembro de (7.42) por y 
luego sumar dicho segundo miembro para todo 1 desde 1 hasta n:
,*v/ /"w
cov(Rj,RM ) - covCR^Rj) 
ECR^) - Rf
n ^  ^  n rs/y XM1 C0V(R]_>R]yi) “  y x m i
1=1__________________ !U1_______________
¿ XM1 - Rf)
1=1
(7.45)
que operando queda (49):
oov(ri>%) - cov(Ri.%) = Q"^(%) - cov(%,RyI)
E(Rj) - Rf E(Rm ) - Rf
y despejando E(R.), se obtiene la relación de equilibrio entre
ü
la rentabilidad y el riesgo de ün activo individual cuando se 
considera explícitamente la existencia de la inflación:
E(RJ = Rf 4 — g— -2 -i7— -  • c o v(Rj (Rm ) - cov(R.,R )
> cr(RM) - covÍR^.Rj) *- J -
(7.47)
esta expresión en el CAPMUI juega un papel equivalente a la - 
SML del CAPM y es válida tanto, para títulos como para cartje - 
ras, eficientes o no (50),
A idéntica expresión se puede llegar partiendo de - 
las condiciones de primer grado del equilibrio individual de 
Solnik, pero suponiendo además, como lo hemos hecho nosotros 
aquí, que los inversores tienen expectativas homogéneas en 
cuanto a la inflación y que la cartera de mercado es eficien- 
te (51).
7.8. Riesgo Sistemático y Preció, de Mercado del Riesgo 
en el CAPM y en el CAPMUI
Si no se espera que se vaya a producir una infla- - 
ción incierta, esto es, si Bj es igual a cero o a una constan 
te, entonces:
cov(R'á,RI) .= c o vÍB^.e 'j) = O (7.48)
y la ecuación (7.47) del CAPMUI se reduce a la SML del CAPM - 
standard:
B (H ) = Rj 4  M  --f , coy( % )  (?>49)
<r
que también puede expresarse de las dos siguientes formas al- 
ternativas:
siendo:
V** E(R¡j) - Rf
A  = -------   1° (lue como vimos en el capitulo IV
CT (§¡j)
se llama indebidamente precio de mer­
cado del riesgo (7.52)
c o v(R.,Hm )
= ----2" tz    ^i®sgo sistemático (7.53)
En el marco del CAPMUI, de la observación de (7*47)» 
se deduce que el precio de mercado del riesgo y el riesgo sis 
temático son respectivamente:
y _ ~ Rf  , .
‘¿. i •— '\ \ (7-54)
cr(RM ) - covtR^Rj.)
covíR^ .r!,) - cov(S/, ,r!)
&  = — -¿ v  ~ (7’55)cr ( % )  -  oov ( rm , r-j-)
Debemos resaltar que el riesgo total en el CAPM —
v/ ,
Im 'standard es: (j- (R»») > mientras que en el CAPMUI es: cr^ (Rjíi)
- cov(Rjyj,Rj). De manera que si el rendimiento-de la cartera 
de mercado tiene una relación negativa con la tasa de infla - 
ción (52): cov(R^,Rj) "C 0, el riesgo total en el CAPMUI será 
mayor que en el CAPM. Asimismo, si covfR^Rj) 0, ocurrirá - 
lo contrario, el riesgo total en el CAPM será mayor que en el 
CAPMUI,.ya que el inversor, en una situación inflacionista - 
(53)» considera menos arriesgado a aquel activo o cartera de 
valores que se mueve en el mismo sentido que la inflación.
De todo lo dicho hasta ahora se deduce que, si se - 
espera que se produzca una inflación incierta, y, al mismo 
tiempo, el rendimiento de la cartera de mercado tiene una re­
lación positiva con la tasa de inflación, entonces el modelo
tradicional subestima el valor que toma el precio del mercado
\ \ i
del riesgo: A <  /\ .
"Por supuesto esto no significa que en presencia de 
una inflación incierta "el precio de mercado del riesgo" au­
mente precisamente en proporción al término de covarianza, si 
no simplemente, que la fórmula del "precio de mercado del - 
riesgo" tradicional subestima el verdadero valor, dado que 
realmente los valores nominales que aparecen en las dos fórmu 
las.no son iguales" (54).
/ ^  ^  V y
Cuando c o v ( R m , R j ) <  O  y  se espera una inflación - 
incierta, se da el caso contrario (55): A > X  .
Por lo que respecta a si el CAPM subestima o sobres? 
tima el riesgo sistemático en relación con el CAPMJI, no se - 
puede dar un resultado ánico a cada caso (como con el precio 
de mercado del riesgo), sino que depende de los valores (posi 
tivos, negativos o nulos) que tomen cov(H^ .,R^.) y cov(R^,Rj). 
En el siguiente cuadro se recogen todos los casos posibles -
40 5-
cov(R^ ,R-j) O o < í—=
t h  y * L
> 0 ^3 < ^3
= 0 = 0 ^3 = ^3 .
< 0 ^3 >  ^3
> °
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> °
= 0 h  >  *3
< ° <*3 >  3^
> ° ^3 <- es
< °
= 0 ^3 <  3^
< ° ?
7.q. Precios de Equilibrio en el CAPMUI
La relación (7.47) nos proporciona la relación de 
equilibrio que se produce entre la rentabilidad y el riesgo - 
en un entorno inflacionario. Ahora nos queda por hallar cua­
les son los precios de equilibrio de los activos financieros
en dicha situación.
Según vimos en el capítulo IV, el rendimiento de un 
titulo cualquiera y el rendimiento de la cartera de mercado 
se podrían expresar en función de sus respectivos precios de
la siguiente manera:
40 P
V
R . =
rm  =
VJ1
r^J
VM2
- 1
-  1
(7.56)
(7.57)
M1
Llevando (7.56) y (7.57) a la relación rentabilidad 
riesgo del CAPMUI (7.47) y operando, se tiene:
. = Rf «• ~ 5 C O V ( R - , R , j )  -  C O v ( R . , R j )
C/1(HM )-oov(Bll)rtRT) J 3 1
E(-
r~-/
V
E (■
V.M2
v ói
— 1) = R-p 4-
V.
-  1) -  E,
2, VM2 ^  , VM2 . O'*
q- (------- 1) - cov(--------1 ,Rt)
M1 V-M1
cov(— ^  1) _ cov(— -- 1)Rt)
V á1 VM1 . v 31
e (7m 2)
b (v 12)
 =(11- R.;) +
-  1 -  R,
V.M1
T J1 -4—  <r (vm2^ ~ „ 1 00 v ( i Ri)
M1 M1
cov(V^2 ,VM2) 1—  cov(V^,,R^.)j2 ’ I
B(Vj2) = Vá1(H-Rf) 4-
(E (yM2^ ~ % 1  ~ VM1Rf )/VM1
(cr(VM 2 ^ ~ VM1 o o v (VM2 ,RU  ^ VM1
' jjcov V^ 32’VM2  ^“ % 1  cov(Tj2,RI ^ / VM1 J
E(VM2)-YM i d « f )
e (v 32) - r^ S r^ /
V ¿1
CT ( % 2) - VM1 oov(VM2’RP
1 4- Rf
{oov(732,Vm2)-VM1 ooyfVja.H!)] ja1,2f-.|n (7.58)
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Si en X7.58) sustituimos Vj^-j por su valor equivalen
te:
VM1 = ¿ v jl (7.59) '
3=1
tendremos un sistema de n ecuaciones con n incógnitas del que 
cabe esperar que tenga una solución ónica y determinada. Solu 
ción que nos dará los precios de equilibrio de todos los ac­
tivos financieros arriesgados, en términos nominales,-a prin­
cipios del período 1.
7*10. Una posible explicación de las Discrepancias entre 
los Resultados Teóricos y Empíricos del CAPM
•En el capítulo anterior vimos como en diferentes 
tests que se han hecho sobre el CAPM, principalmente los tra­
bajos de Priend y Blume, por una parte, y de Black, Jensen y 
Scholes por otra parte (57), se observa un sesgo en los resul 
tados empíricos encontrados con respecto a los previstos por 
la teoría. Así, las carteras de coeficiente beta alto están 
recompensadas por debajo de lo que la teoría predice, mien­
tras que ocurre lo contrario en las carteras de coeficiente -
Figura 7*1
Dicho con otras palabras, la SML empírica tiene
una pendiente menor y una intersección en el origen mayor -
que la SML teórica. '
Tal como analizamos en el capítulo anterior, Black
(58) pensaba que una posible explicación de esa discrepancia 
entre los resultados teóricos y empíricos, podía estar en que 
en la realidad no existía el activo libre de riesgo.
Nosotros ahora, siguiendo a E.Chen (59)» vamo3 a -
dar otra posible explicación a dicha discrepancia. Interpreta 
ción que, desde el punto de vista teórico, pensamos que es - 
más completa que la de Black.
Si trabajamos con rendimientos nominales en exceso 
sobre el rendiaiiento del activo libre de riesgo, tenemos que:
■v - >
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■>*
con lo cual, la 3I.XL del CAPM standard se puede expresar del 
siguiente modo:
E(Rj) = Rf + (E(%) - Rf) (b .
E(Rá)-Rf = (E(íy- Rf) ^
E(Rp = E(R¿) (b • (7.62)
y la figura 7.1., en los nuevos ejes (E(R1) (b.,), queda como
J J
sigue:
^  .i -c i
Figura 7.2
La relación de equilibrio entre la rentabilidad y - 
el riesgo de un activo en el CAPMUI, seg&n (7.47) es:
E(R ) = Rf f - 2 cov(R.,^) - cov(R.,R^)
.(T,) - »f , (I(Si) - Bf).
J <T (%) - covÍRjj.Rj)
¿E( j> = *(%>•
donde:
(7.63)
cov (r !¡ ,R,,) - c o vÍR.jRI) 
------<r (%) - covíRjj.Rj)
(7.64)
Si ahora dividimos el numerador y el denominador de
p ^
por q - (R^)» llevamos el .valor resultante a (7.63) y te­
nemos presente la definición de (b j > se puede escribir que:
^  ( c o v t ^ X )  - coví^.Rt))/ cr (%)
B(R1) = B(H¿) . -  -  k  ?
0 (cr (%> - c°v (rm >ri ))/ o- (
*-*/ (^-í — co v(R • jR-r)/ (Rm )
E(RO = E(B¿) . -ha----
J 1 - oovd^j.Rj)/ O- Ü V
^  ^  . y 2 /^ \ 
E(Hi ) ■ , - o»v(rB:»I , / 0-^a., • *
* ------- 5 S > ------ _ _ ;(4
1 - cov(RM ,RI)/cr"(RM )
E(Rl) = a 4- b (b. ' (7.65)
donde:
a =
—E (Rlr) ^  p ^
■ ^ 3 ---• cov(Ri,RI)/cr (%) (7.66)
1 -  c o v d í j j . R j J / o ^ C ^ )
E ( r Á)
b  -------- -A -. (7.67)
1 — CO V  ( Rjyj , R j ) / <J~ (E^,j)
La expresión (7.65) demuestra que en presencia de
una inflación incierta,'la SML del modelo CAPM standard (7.62)
ya no es la relación correcta entre E(RO y (b., sino que di-
J J
cha relación viene dada por, (7.65) que tiene una pendiente "b" 
en vez de L(R¿) y una ordenada en el origen "a" en vez de ser 
nula. Le modo que si las siguientes condiciones se cumplen, - 
entonces ya se puede dar una explicación teórica a la discre­
pancia entre los resultados de los tests empíricos y aquéllos
previstos por. la teoría:
1) Primera condición, referente a la pendiente:
E(R¿)
 -------^ - — --77x7—  < E(í^)
1 - o o v CRjj.Rj )/ o-(%)
Para que esta condición se cumpla basta con que cov(R^,Rj)<0 
es decir, que exista una correlación negativa entre el rendi­
miento de la cartera de mercado, y la tasa de inflación incier 
ta, lo cual está confirmado por bastantes estudios recientes 
tal como acabamos de ver en el segundo epígrafe de este capí­
tulo.
2) Segunda condición, referente a la ordenada en el
origen:
-  BíSÍSr)
—  . oovÍRj.Rj)/ <T (Rjj)
1 — co v (Rjyj-, Rj) / <J~ {
Para que esta condición se verifique es necesario que cov(R^, 
Rj) <"0 y que cov(R^,Rj) < 0, lo cual también está apoyado - 
por los mismos estudios empíricos que acabamos de hacer refe­
rencia y que citamos en la nota a pie de página 12 del presen 
te capítulo.
En resumen, en este capitulo hemos tratado la rela­
jación del supuesto del CAPM referente a la no existencia de 
cambios en el nivel de precios y hemos visto que el abandono 
de tal supuesto modifica las conclusiones del CAPM sobre la - 
relación, de equilibrio rentabilidad-riesgo que,'aunque sigue 
siendo lineal, en un entorno inflacionario tiene una ordenada 
en el origen y una pendiente distinta, lo cual puede que sea
>
la explicación de la discrepancia que se produce entre los re 
sultados teóricos previstos por el CAPM y los resultados em­
píricos encontrados en distintos tests sobre el mismo (60).
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Por supuesto, Fisher trabaja en universos deter
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ir -L
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¿>ui ^>ei Su, 2>v.1 1 1 4----- —  . ---   k = 0
3 hió 3 e±
(40) Al operar, debemos recordar que c)u^/0v^-< 0.
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ma se reduciría al caso standard del CAPM.
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(48) VM1
M n h Ü  hiií
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Yiq ¿  Vmi 00V^Rj’\ )  = VM1 ¿ XMk cov(Rj>Ri¡;) 
k=1 k=1
/-v_/
VM1 c o v(R.,Rm ).
(49) y ’ Xpji co v(Rj ,Rjyj) — cov(R^,R^) ~ y  (Rjyj)
1=1
¿ 3 XM1 covr(^.»%) - cov(^I,R^ ;)
1=1
Z I ^ M l  f^^Rl^ " Rfl = Z I XM1 E H^1^ “ Rf X ^ M l  = R (RM ) “ Rf* 
1=1 1=1 1=1
(50) Para demostrar que (7.47) es válida para todo tipo de car 
teras de valores, eficiente o no, no hay más que multipli 
car ambos miembros de (7.47) por x . (que representa las
í u
proporciones en que intervienen los distintos títulos en 
la cartera p) y luego efectuar un sumario en ambos miem­
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/ /N~/ v E ( R¡\t ) ~ R-p r-s "*]
E(Rp) = R f » ^ ----- ^ r ~~ y T  oov(Rp ’RIvl) - 0° v < V R i)J
<r ~cov ( r m» p)
(51) Según Solnik, únicamente en el caso en que los consumido­
res tengan los mismos gustos y, por tanto, tengan idénti­
ca cesta de la compra, con lo cual la inflación entonces 
les afectará por igual, solamente en ese caso la cartera 
de mercado será eficiente en términos reales.
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(52) En el epígrafe segundo de este capítulo ya vimos que exi£ 
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(54) FERNANDEZ BLANCO, M . , op. cit., p.80-81.
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CAPITULO 7 III
LA E5RF0RMAN0E DE LAS CARTERAS DE VALORES Y DE LOS TITULOS
8,1o Introducción. Concepto de Performance
A lo largo de los capítulos anteriores hemos desa - 
rrollado el modelo CAPM en su versión standard y, posterior - 
mente, hemos abandonado algunos de sus supuestos más restric­
tivos e irreales, con el fin de estudiar entonces la naturale 
za de la relación entre la rentabilidad y el riesgo de acti - 
vos arriesgados en,el nuevo contexto resultante.
En este capítulo, analizamos una de las aplicado - 
nes concretas del modelo CAPM standard: la relativa a la medj. 
da de la performance y el problema de la comparación de títu­
los y carteras. Se trata de elaborar un índice que permita me 
dir a posteriori los resultados de la gestión de una cartera 
de valores mobiliarios.
"Performance” es una palabra inglesa que se utiliza 
para designar un concepto difícil de expresar mediante una só 
la palabra en castellano. La traducción literal es ”resultado” 
o "rendimiento” y, aunque en ocasiones así aparece traducida, 
lo cierto es que la mayoría de las veces se ha preferido no - 
hacerlo porque induce a error, y se mantiene el anglicismo ha 
blando de la performance de las carteras de valores o de los 
títulos (1). Le hecho, los autores norteamericanos o ingleses 
no se refieren sólo al rendimiento ex-post de las carteras de
i
valores cuando utilizan la palabra performance, sino también 
al riesgo, o mejor adn a la combinación rendimiento-riesgo del
activo considerado.(2).
Por lo tanto, tal como apunta Treynor (3), el rendi 
miento realizado durante un período de tiempo no es una buena 
medida do la performance de las carteras de valores. En los - 
fondo3 de inversión, se han hecho análisis sobre el curso se­
guido por el rendimiento conseguido por un mismo fondo a lo - 
largo de varios períodos y se han observado amplias oscilacío 
nes de un período a otro y, sin embargo, el fondo en cuestión 
no había cambiado, de forma sustancial, su política de inver­
siones. En consecuencia, el rendimiento realizado no sirve, - 
por sí sólo, para efectuar comparaciones intertemporales de - 
un mismo fondo, ni tampoco para hacer comparaciones interfon- 
dos.
La idea fundamental, basada en los resultados del 
modelo CAPM ya estudiado, es que un individuo qu.e invierte en 
valores mobiliarios sólo puede obtener una rentabilidad supe­
rior a la que espera conseguir otro individuo con una cartera 
distinta, en la medida que el primer inversor acepte correr - 
un riesgo mayor. . ”No se puede comparar la rentabilidad... de 
dos carteras más que si el ndmero que mide su riesgo es el 
mismo’1 (4).
Sabemos que en el supuesto de que los rendimientos 
de los títulos sean normales o que la función de utilidad del 
individuo sea cuadrática, un inversor con aversión al riesgo 
únicamente tendrá en cuenta los dos primeros momentos de la - 
función de distribución: la media, como medida de la rentabi­
lidad, y la desviación típica o varianza, como medida del - 
riesgo.
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La rentabilidad y el riesgo con que trabajamos en - 
los capítulos anteriores eran conceptos ex-ante, es decir pre 
visiones o anticipaciones. Estas previsiones pueden estar ba­
sadas en datos pasados, en tanto y cuanto se piense que el 
futuro va a ser una extrapolación del pasado, pero también - 
pueden basarse en juicios subjetivos, en las opiniones de los 
expertos en temas financieros, etc. En cualquier caso, lo que 
interesa resaltar es que para medir la performance de las car 
teras, nosotros vamos a partir de la información proporciona­
da por las series históricas de los rendimientos de los títu­
los, es decir, que será una performance ex-post, que puede —  
diferir mucho de la performance ex-ante (5).
Para diferenciar entre datos ex-ante y datos ex-post 
en lugar del rendimiento esperado y la desviación típica, uti 
lizaremos tal como lo hace Sharpe (6), el rendimiento medio y 
la variabilidad. Si ahora situamos una cartera cualquiera q - 
sobre los ejes rendimiento medio (Rp) y variabilidad (Vp):
Figura 1.
y hacemos pasar una recta vertical y otra horizontal por el - 
punto representado por dicha cartera, la Figura 8.1 queda di­
vidida en cuatro partes: I, II, III, IV. Si tomamos una car­
tera representada por un punto dentro de la zona I, y la com­
paramos con la cartera q, podemos asegurar que dicha cartera 
tiene una performance superior a la de la cartera q, ya que - 
ha obtenido una rentabilidad superior con un riesgo menor.
Por el contrario, las carteras situadas en la zona IV tendrán 
una performance menor que la cartera q, desde el momento en - 
que toda cartera situada en la zona IV tiene una rentabilidad
menor y un riesgo mayor que la cartera q.
Pero las carteras situadas en la zona II y III dan 
lugar a comparaciones cuyo resultado no es inmediato. Por e¿em 
pío, las carteras ubicadas en la zona II tienen un rendimien­
to superior a la cartera q, pero también es cierto que su 
riesgo es mayor. La situación se invierte en las carteras de 
la zona III. Por lo tanto, no basta con el conocimiento del - 
rendimiento medio y la variabilidad de las carteras para po­
derlas comparar.
Para resolver los casos dudosos que se producen en
las zonas II y III de la Figura 8.1., Sharpe, Treynor y Jen -
sen (7) han propuesto unos índices donde se resume en un úni­
co número la rentabilidad y el riesgo de un título. Así, se - 
pueden ordenar las carteras ubicadas en dichas zonas según - 
sus respectivos índices, lo que permite efectuar compareció - 
nes entre la performance de dos o más carteras.
Antes de entrar en el estudio de los índices de per 
formance que acabamos de apuntar, conviene señalar que se pu£ 
de comparar la performance de las carteras gestionadas por -
las diferentes sociedades de cartera o I03 fondos de inver - 
sión con la performance de una cartera no gestionada tal como 
la cartera de mercado. Estas comparaciones entre la performan 
ce de los distintos fondos tiene una doble utilidad. Por una 
parte, permiten analizar si un fondo está bien gestionado, C£ 
sa que le interesa al inversor individual que participa en el 
mismo. Pero además, permiten comprobar si el mercado de capi­
tales es eficiente, ya que efectivamente este tipo de estu- - 
dios constituye un test en la forma fuerte de la eficiencia - 
del mercado de capitales (8).
Estas sociedades de cartera o fondos de inversión 
son los que disponen de mejores informaciones y, en consecuen 
oia, están mejor situados para obtener mejores resultados y - 
"batir" (9) al mercado o a un inversor individual que siga - 
una simple política de compra al azar y retención. Pero si de 
los tests que se hagan, se llega a deducir que estos interme­
diarios financieros no son capaces en su conjunto de obtener 
una performance superior a la performance do la cartera de —  
mercado, de una forma continua y sistemática a lo largo del - 
tiempo, se puede entonces decir que el mercado de capitales - 
es eficiente en su forma fuerte (10).
Por áltimo, antes de pasar al epígrafe siguiente de 
este capítulo, vamos a hablar brevemente de la política de in 
versión de los fondos de inversión.
En general, los fondos de inversión cuando analizan 
un título se fijan en la evolución histórica de su cotización 
(Análisis Técnico) y aplican, normalmente, métodos que capita
Í3ff
f
lizan las futuras corrientes de dividendos con el fin de cal­
cular su valor teórico (11) y compararlo con su valor real en 
Bolsa (Análisis Fundamental).
Los fondos de inversión no suelen hacer uso de los 
hallazgos de la moderna Teoría del Mercado de Capitales (12), 
cuando buscan títulos infravalorados o estudian el binomio - 
rentabilidad-riesgo de los distintos títulos y carteras de va 
lores (13).
No vamos a tratar aquí el Análisis Técnico y -el Aná 
lisis Fundamental, puesto que? ello desborda los límites y fi­
nes de este trabajo (14). Unicamente haremos referencia a la 
diversificación superflua en que incurren a veces los fondos 
de inversión.
Así, en ocasiones por imperativo legal y otras ve­
ces por esa ingenua creencia de que la diversificación cuanto 
mayor sea es mejor, se produce el hecho de que las carteras - 
gestionadas por los fondos de inversión están compuestas por
un excesivo námero de títulos, lo cual, en opinión de Francis
%
y Archer ^15)* provoca al menos tres tipos de insuficiencia:
1) La experiencia muestra que las carteras eficien­
tes de Markowitz, sin apalancamiento y sin restricciones en 
cuanto al námero de títulos que pueden formar parte de las - 
mismas, normalmente no pasan de 20 títulos. Además, las carte 
ras con más bajo riesgo suelen estar compuestas por unos po­
cos títulos con un nivel de correlación bajo o negativo.
2) Una oartera integrada por más de cien títulos, -
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como suelen ser común en muchos fondos de inversión, provoca 
la necesidad de tener una información periódica y puntual de 
los mismos^, con el fin de poder revisar los títulos que deben 
formar parte de la cartera. Todo lo cual conlleva unos costes 
administrativos excesivamente elevados.
3) En los mercados de valores amplios y altamente 
eficientes, como la Bolsa de Nueva York, suelen ser muy pocos 
los títulos infravalorados, por lo que una cartera compuesta 
.por cien o más títulos, necesariamente estará integrada por - 
una serie de títulos de poca calidad.
De todos modos, es justo reconocer el servicio que 
prestan los fondos de inversión al pequeño inversionista, ya 
que le ofrece unas posibilidades de diversificación y unos - 
servicios de gestión que el pequeño inversionista difícilmen­
te alcanzaría por su cuenta.
8.2. El Indice de Sharpe.
El índice de Sharpe está basado en la CML (Línea - 
del Mercado de Capitales) vista en el epígrafe 3 del capítulo 
IV. Conviene recordar que la pendiente de la CML es el precio 
que un inversor debe pagar por la reducción del riesgo en una 
cartera eficiente y según la expresión (4.3) toma el valor s¿ 
guíente:
'Todos los valores que intervienen en (8,1) son pre­
dicciones, a excepción de Rf que se supone conocido con total 
certeza. Pero ahora intentamos medir la performance ex-post - 
de las carteras, por lo que la expresión para la cartera de - 
mercado, en base a datos históricos, será:
(8.2)
M
donde:
: es el índice de Sharpe de la cartera de mercado.
R^ : es el rendimiento medio de la cartera de mercado se 
gún los datos históricos.
Vjj : es la variabilidad (o desviación típica del tipo de 
rendimiento realizado) de la cartera de mercado.
Rf : es la tasa pura de ,interés real que en un período - 
de estudio concreto puede sufrir variaciones, por - 
lo que en ocasiones Rf será el valor medio que tome 
la tasa pura de interés en el período de que se tra 
te.
Y en general, la performance de una cartera cual- - 
quiera p se puede resumir, según Sharpe (16), utilizando una 
relación premio a variabilidad (o ratio premio/variabilidad) 
tal como:
R - R~
SD = — £----- i -  ( 8 .3 )
* V
p
' Para comparar la bondad de las carteras vamos a se-
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guir un ejemplo gráfico, analizando con él esta medida de la 
performance. Sean i y j dos carteras de valores tales como - 
las indicadas por los puntos i y j en la Figura 8.2. Y sea Rf 
la tasa pura de interés del activo libre de riesgo.
Figura 8.2.
Desde el punto de vista de la rentabilidad, la car­
tera j ha sido mejor, pues ha ofrecido un mayor rendimiento - 
medio realizado. Sin embargo, desde el punto de vista del 
riesgo, la cartera j ha sido peor que la cartera i, ya que al 
tener una mayor variabilidad, ha resultado ser una cartera - 
más arriesgada. Es decir, que nos volvemos a tropezar con los 
casos dudosos de las zonas II y III de la Figura 8.1.
No obstante, si hacemos el supuesto de que existe - 
un activo libre de riesgo a cuya tasa de interés (Rf) se pue­
de prestar y pedir prestado en cantidades ilimitadas, ento.n - 
ces estamos en condiciones de poder decir más cosas y, en con 
creto, de responder a la pregunta do qué cartera es mejor.
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Así, formando carteras que estén compuestas por distintas pr£
porciones del activo libre de riesgo (con pesos positivos o -
negativos) y la cartera i (con un peso o ponderación positiva) 
podemos alcanzar cualquier punto de la recta i i', Asimis­
mo, combinando la petición de créditos o préstamos del activo 
libre de riesgo con una inversión en la cartera ¿ (con un pe­
so positivo), se puede alcanzar cualquier punto de la línea -
%  3fd y, en concreto, se puede alcanzar el punto j», donde
la cartera i tiene una performance superior a la de la carte­
ra j», ya que para un mismo riesgo, la cartera i ha realizado 
un rendimiento superior al de la cartera j 1.
Pero en general, desde el momento en que la recta - 
Rfii* está siempre encima de la recta podemos decir -
que la performance de toda cartera situada en R^ii* es supe - 
rior a la performance de cualquier otra cartera situada en -
Rfj'j.
Por lo tanto, la medida de la performance de Sharpe 
es igual a la pendiente de la línea recta que pasa por R^ y - 
por el punto que representa dicha cartera en los ejes )
Ir sr
Esa pendiente es el ratio premio/variabilidad y cuanto mayor 
sea la pendiente o ratio, mayor será la performance de la car 
tera en cuestión.
En la medida que R^ es un tipo mínimo de rentabili­
dad que se puede conseguir con total certeza invirtiendo en - 
el activo libre de riesgo, el ratio premio/variabilidad indi­
ca la prima que el mercado ha pagado por término medio por. - 
unidad de riesgo total.
Como indicamos en el primer epígrafe de este capítu 
lo, muchas veces se compara la performance de las carteras de 
los fondos, de inversión y sociedades de cartera con la perfor 
manee de la cartera de mercado. Supongamos que las carteras i 
y j de la Figura 8.2. se corresponden con las carteras gestio 
nadas por dos fondos de inversión. Los índices de Sharpe de - 
las tres carteras son respectivamente:
Rj — R.p Riyr — R.* R . — R_p
S4 = -— i------->  Sjj = - 1 ---£- >  s = ---L. (8.4)
A v. v Vvi M
De lo cual se deduce que el fondo de inversión que 
gestiona la cartera i ha batido al mercado, mientras que el 
fondo de inversión que gestiona la cartera 3 ha sido batido - 
por el mercado. Un inversor que tenga participaciones en el - 
fondo 3 debería poner en duda la gestión realizada por los ea 
pecialistas de su fondo, ya que él mismo, sin ayuda de ningún 
estudio previo, podría haber obtenido, para el mismo tipo de 
riesgo de su fondo: V i, una rentabilidad superior tal como la
«i
indicada por el punto 3n> si*1 ^ s  que combinar adecuadamente 
la petición de créditos o préstamos del activo libre de ries­
go con una inversión a largo en la cartera de mercado.
8.3* El Indice de Treynor
, El índice de Treynor, al igual que el índice de - 
Sharpe, es una medida de la performance ex-post de una carte 
ra, es decir, que mide la remuneración por encima de la tasa 
pura de interés con que premia el mercado el riesgo que co­
rre un inversor. Pero mientras Sharpe considera el riesgo t£ 
tal soportado por el individuo (la variabilidad de la carte­
ra), Treynor toma como medida adecuada del riesgo de una car 
tera su volatilidad.
La volatilidad de una cartera, (b , se define por
Ir
la pendiente de la recta de regresión que relaciona los ren­
dimientos realizados por la cartera p con los rendimientos - 
realizados por la cartera de mercado a lo largo de un perío­
do de estudio. A esta recta, Treynor (17) la llama Hrecta ca 
racterística’*. Es decir, que la volatilidad de una cartera - 
se corresponde con el coeficiente beta de dicha cartera, que 
en las carteras bien diversificadas es una medida adecuada - 
del riesgo total, y la recta característica es equivalente - 
al modelo de mercado Sharpe. Por lo tanto, aunque en este - 
epígrafe vamos a hablar de volatilidad y recta característi­
ca de un título, nosotros con el fin de homogenizar la nomen 
datura vamos a seguir usando el modelo de mercado del capí­
tulo V con los símbolos allí definidos.
\  = « p-+ %  * S  (8-5>
Teniendo en cuenta los símbolos utilizados para re 
ferirnos a los datos ex-post y diferenciarlos de las prevjl -
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siones ex-ante y recordando los supuestos en que se basaba - 
el modelo de mercado, tomando medias y varianzas en (8.5) -
nos queda:
(8.6)
Vp - Op VM * V1 (8*7)
Ya apuntamos antes, al hablar del concepto de per­
formance, que Treynor había observado grandes oscilaciones - 
en las series históricas de los rendimientos realizados por 
un mismo fondo de inversión. Sin embargo, si se relaciona, - 
para un período dado, los rendimientos obtenidos por un fon­
do con los rendimientos de la cartera de mercado, la línea - 
característica que se ajusta a la nube de puntos, en el estu 
dio de Treynor, es altamente significativa, ya que en 4 de - 
cada 5 casos, de los 54 Pondos Mutuos americanos estudiados 
por Treynor, sus líneas características tenían coeficientes 
de correlación igual o superior al 90$. Por otra parte, a lo 
largo del período de estudio abordado por Treynor (1954-63), 
aproximadamente el 80$ de los fondos de inversión, por él es­
tudiados, mantuvieron una postura constante con respecto al 
riesgo sistemático, aunque de unos fondos a otros la volati­
lidad fluctuaba ampliamente desde aproximadamente 1/3 hasta 
casi 2.
Volviendo al índice de Treynor,- antes ya hemos apun 
tado que es similar al de Sharpe, sólo que en vez de conside­
rar el riesgo total, únicamente tiene en cuenta el riesgo 
sistemático. Es decir, que el índice de Treynor mide la pri­
ma que el mercado ha pagado por término medio por cada uni-
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dad de volatilidad de la cartera o título individual;
Hl - Rp '
' T = — £----2 _  (8.8)
Aunque Treynor no da un nombre específico a su medida de la 
performance, Sharpe (18) propone llamarla relación premio a 
volatilidad (o ratio premio/volatilidad),
Treynor parte de la SML (o Línea del Mercado de los 
Activos Financieros) para definir su índice de performance. 
Así observa que el mercado únicamente recompensa el riesgo - 
sistemático que se corre con la posesión de un título o car­
tera de valores, por lo que la variabilidad o riesgo total - 
de una cartera de valores no es una medida apropiada del - 
riesgo, puesto que un individuo siempre puede reducir el - 
riesgo total, representado por la variabilidad, mediante la 
diversificación y de esta manera únicamente soporta el ries­
go sistemático o no diversificable.
Por tanto, la prima de riesgo: Rp-R^ recompensa 
al individuo por correr oon el riesgo p> y, en consecuencia,
r
el índice adecuado de performance es (8.8) que sirve tanto - 
para medir la performance ex-post de un título como la de - 
una cartera. Mientras que el índice de Sharpe únicamente es 
válido cuando se utiliza con carteras bien diversificadas.
Si ahora situamos dos carteras:’ i, en los ejes 
(R , p> ), podemos preguntarnos cuál ha tenido una performan-
Jtr r
ce superior:
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Figura 8,3.
Para contestar a esta pregunta podemos razonar de 
forma similar a la indicada en el epígrafe anterior. Así, - 
si introducimos la existencia de un activo libre de riesgo, 
a cuya tasa de interés se puede prestar y pedir prestado 
en cantidades ilimitadas y combinamos adecuadamente la car­
tera i con el activo libre de riesgo, entonces se puede al­
canzar cualquier punto de la recta R^ii*. Mientras que ha­
ciendo lo propio con la cartera j, el inversor se puede si­
tuar en cualquier punto de la línea R^Jj. Como la recta 
R^JJestá dominada por la recta.R^ii*, se puede concluir - 
que la cartera i tiene una performance superior a la carte­
ra Del mismo modo, comparando la performance de las car­
teras i, j, que podrían ser dos carteras gestionadas por - 
dos fondos de inversión, con la performance de la cartera de 
mercado, se tiene:
s T % - R f  R.i ~ Rf
J-U - ? -L-j - (8.9)
i M 3
De lo cual se deduce que el fondo que gestiona la
4  4  o
cartera i ha batido al mercado, mientras que el fondo que - 
gestiona la cartera j ha sido batido por el mercado, de for­
ma que un inversor individual que combinase adecuadamente el 
crédito o préstamo a la tasa con una inversión a largo en 
la cartera M, podría obtener, para el mismo nivel de riesgo * 
del fondo j: (*> un rendimiento medio superior, tal como lo
indica la cartera j1* en la Figura 8.3.
Treynor (19) también propone otro índice alternati 
vo para medir la performance de un título o cartera a partir 
de la gráfica de la recta características
Figura 8.4.
Segdn se desprende de esta figura, la volatilidad 
de la cartera p, que es la pendiente de la recta caracterís­
tica, se puede expresar del siguiente modos
o. =
y  d e s p e j a n d o  T' :
T_
T*p = D
V Rf
D  -  T  'p
P>p
(8.10)
(8.11)
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T' es una medida alternativa de la performance -
ir
de Treynor, y si tenemos en cuenta (8.9) se puede expresar - 
del siguiente modo:
T'p = D - T p (8.12)
Ya hemos demostrado que cuanto mayor sea T^ , mayor 
será la performance de una cartera, Pero cuanto más grande - 
es Tp, menor será T£, ya que D es una constante. En conse- - 
cuencia, un índice alternativo del índice de Treynor es 
que es la distancia sobre la horizontal que pasa por' Rf, des 
de Rp al punto en que la recta característica corta a dicha 
horizontal. Cuanto menor sea esa distancia, es decir, cuanto 
menor sea T' , mayor será la performance de la cartera.
Así, sean i y j dos carteras cuyas rectas caracte­
rísticas vienen dadas en la siguiente figura:
Figura 8.8.
Como la recta característica de la cartera i corta 
a la horizontal que parte de R^ en un punto má3 próximo al - 
eje de ordenadas que la recta característica de la cartera j, 
la performance de la cartera i es superior a la performance
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de la cartera j.
Esta conclusión también puede apoyarse en un argu­
mento de tipo gráfico. Si dos rectas características tienen 
la misma pendiente, no hay duda que la que tiene una mayor - 
ordenada en el origen, c* , tiene también una performance su­
perior, ya que para una misma (h , la cartera de mayor ob­
tiene un rendimiento medio superior.
Las rectas características de las carteras i y j - 
de la Figura 8.5 no son paralelas, no tienen la misma p> , en 
concreto: (*>., >  (2>i y, por lo tanto, no se puede sacar una - 
conclusión inmediata sobre la performance de las carteras i 
y j. Pero si se añade el supuesto de que se puede prestar y 
pedir prestado sin limitación alguna a la tasa pura de inte­
rés, se podría formar una cartera i* compuesta por una combi^ 
nación de la cartera i y el activo libre de riesgo, cuyo ren
dimiento medio realizado sería:
= wR^ 4- (1-w) ^  (8.13)
Como el rendimiento medio de la.cartera i tiene la siguiente 
expresión:
Hj,. = 4- (^Bjj (8.14)
Llevando (8.14) a (8.13)» se tiene:
= wRf 4 (1-w)(o<i + ^  Rm ) = c*i( 4 (8.15)
donde: •
o< = wR^ 4 (1-w) (8.16)
e>1( = (1-w) (8.17)
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(8.15) es la recta característica de la nueva cartera i'. Se 
puede verificar que dicha recta característica pasa por el - 
punto P de la Figura 8.5, de coordenadas (20)s
abscisa: RM = ■—  \ y ordenada: 81 - R^
Así, cuando se hace variar la proporción en que in 
terviene el activo libre de riesgo en i*, la pendiente de la 
recta característica de i1 varía y la recta pivota sobre el 
punto P. Existirá, por tanto, un valor de w que hará.que las 
rectas características de las carteras if y j sean paralelas 
es decir, un valor de w para el cual: (S. , = (?>., y para esa
pendiente, tal como se puede ver en la Figura 8.5, se tiene 
que.Rit ^  Rj sea cual sea el valor de R^. Por lo tanto, 
cuando existe un activo libre de riesgo, la cartera i tiene 
una performance superior a la de la cartera j.
Se puede concretar (21) cual es el porcentaje a in 
vertir en el activo libre de riesgo, de modo que las rectas 
características de las carteras de dos fondos, 1 y 2, sean - 
paralelas: w = 1 - Así, si consideramos dos fondos
cuyas volatilidades respectivas son: 1,25 y 0*5, siendo  ^> 
y P81^ transformar la recta característica del primero
en una línea paralela a la recta característica del segundo 
fondo, basta con invertir (~>2 = 0,5/1,25 = 0,4, es decir> 
un AOfo en el primer fondo, y el resto 1- = 1 “ 0*4 = 0,6;
es decir; el 60fo en el activo libre de riesgo, para que el pri 
mer fondo tenga una volatilidad igual a la del segundo fondo, 
pero cayendo su nueva línea por encima de la del segundo (22).
Figura 8.6,
Finalmente, Smith. y Tito (23) elaboraron un tercer 
índice similar al índice de performance de Treynor que tam­
bién se basa en los parámetros que proporciona la recta ca­
racterística de un título o cartera. La medida alternativa - 
por ellos propuesta es el complemento del índice de Treynor 
Tp a la rentabilidad media realizada por el mercado:
T"p = %  - Ip (8.18)
Que teniendo en cuenta (8.6) y (8.8) se puede poner como:
mil ÍT  RP "  Bf  +  P p  EM “  Rf  ^
—  —
Hx» — ^  _
T*' = — i------------- (8.19)
P
Be (8.18) se deduce que como es una constante,
cuanto mayor es T , menor es T" y, en consecuencia, mayor -
P j P
es la performance de la cartera en cuestión.
í ib
8.4* El Indico de Jensen
La medida de la performance de Jensen (24), a la - 
que Sharpe (25) llama "rentabilidad diferencial”, tiene ' su 
origen en el test que Jensen propone para validar la SML (o 
recta del mercado de los activos financieros).
Partiendo del CAPM y del modelo de mercado, Jensen 
llega al siguiente modelo econométrico para testar el CAPM:
RMt “ Rf t 4- e ^  ' (8 .20)
/s/
donde R ^  y son los rendimientos balizados por el activo 
(o la cartera j) y la cartera de mercado en el período t, 
y e^ jt 63 perturbación aleatoria de media cero y varianza 
finita. Jensen introduce la posibilidad de que la tasa pura « 
de interés varíe de un período a otro, de ahí el subíndice t 
que acompaña a R^. Si los datos sobre los cuales se va a 
aplicar el modelo econométrico abarcan un período de 10 años, 
entonces t sería cada uno de los subperíodos anuales de que 
consta el período completo.
Con fines de simplificación,y tal como lo hicimos 
en el modelo de mercado en el capítulo Y, vamos a omitir el 
subíndice t y suponer que la tasa pura de interés no varía a 
lo largo del período de estudio, así podremos luego relacio­
nar el índice de Jensen con los otros índices de performance 
hasta ahora estudiados. Por tanto, la expresión (8.20) queda 
del siguiente modo:
Bjj- Rf + S'j (8.21)
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donde si se toman medias, se obtiene la expresión de la SML 
empírica:
R
j = %  4 t i % (8.22)
La expresión (8.22) se puede reordenar como sigue, 
haciendo hincapié que ahora el activo o cartera de que se -
trata es p y no el activo o cartera j:
Rp — Rj? = (í>p (Rj^  — Rj?) (8.23)
Como se desprende de (8.23), en el análisis de re­
gresión sobre los ejes (R^-R^, % - R f )  estamos obligados a 
que la recta de regresión pase por el origen. En el equili - 
brio del mercado, segdn el CAPM, toda cartera y todo título 
deben estar sobre la recta (8.23), pero puede ocurrir que en 
la realidad haya carteras por encima o por debajo de la SML
empírica en una cantidad J significativa, segén que el admi
nistrador de la cartera sea un buen o mal previsor de las fu
turas cotizaciones de los títulos. Con lo cual, si no obliga
mos a que la recta de regresión pase por el origen, el mode­
lo econométrico (8.21) quedaría:
VRf = [ % - Rf] + r i - (8‘24)
tomando medias en (8.24) y cambiando el subíndice j por el - 
subíndice p:
Rp - Hf = Jp 1- Pp [%-Rf] (8.2 5)
Se sobreentiende que para que el CAPM resulte apo­
yado por los datos empíricos, el parámetro Jp debe ser nulo 
o muy próximo a cero. Pero ahora, de lo que se trata no es -
4 4 7
do eso*, sino de ver en qué medida un título o cartera ha batí 
do o no al mercado, de ahí la posibilidad que hemos introduci 
do de que* Jp ^  0.
Despejando J se obtiene la cantidad en que la car
JCr
tera p ha mejorado o no los resultados q.ue cabían esperar se 
gón la SKL:
Jp = (Hp-Hf) " (?>p(%-Rf> (8.26)
Esta rentabilidad diferencial permite clasificar a los títu­
los o carteras en superiores, inferiores o neutros, según - 
que J sea positiva, negativa o nula. ”Si J es positiva, el
Ir i'
gerente es capaz de prever los cambios de valores y practi—  
car una buena selección y, ello tanto más, cuanto J sea más
ir
grande. Si J es nula, el gerente ha realizado igualmente —
Ir
una política de selección al azar y de compra-conservación. 
Quizás haya hecho lo mejor, pero estas ganancias nacidas de 
una buena selección han podido compensarse por gastos de ge¡s 
tión o gastos de transacción. Si Jp es negativa, el gerente 
ha actuado mal, es decir, que su capacidad de selección es - 
mediocre y los costes ocasionados por la gestión son demasia 
do elevados” (26). A mayor J , mayor será la performance de
ir
un título o cartera en particular.
Sean dos carteras i y j, cuyas rectas caraoterísti^ 
cas son las indicadas en la figura 8.7* Si tomamos los ejes 
(Rp-R^, entonces estamos en condiciones de hallar ■
I03 valores Ji y J.s J^  > 0 y J i<0, Por lo tanto, la per- 
formance de la cartera i es superior a la performance de la 
cartera }. Como el índice de Jensen de la cartera de mercado
es = O, entonces la cartera i ha batido al mercado, mien­
tras que la cartera ¿ ha sido batida por el mercado.
Oi
Figura 8.7.
Según Jensen, ”esta medida puede utilizarse legíti 
mámente para realizar comparaciones entre Fondos de diferen­
tes riesgos y entre diferentes periodos temporales cuales- - 
quiera que sean las condiciones económicas generales y del 
mercado” (27).
Sin embargo, según Smith y Tito (28), desde el mo­
mento en que Jp mide únicamente desviaciones verticales de 
la SML, haciendo omisión por completo del nivel de riesgo, - 
no puede utilizarse para la ordenación de acuerdo a la per - 
formance de carteras con diferentes niveles de riesgo tal co_ 
mo los índices de Sharpe o Treynor. Por lo que recomiendan - 
usar lo que ellos llaman el “índice de Jensen modificado”:
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El índice de Jensen modificado tiene como princi­
pal ventaja sobre el índice de la rentabilidad diferencial - 
que no excluye el coeficiente beta que tanta importancia tie 
ne a la hora de medir el riesgo de un título o cartera.
8.5. Relaciones entre los Indices de Sharpe, Treynor y 
Jensen
En este epigrafe vamos a deducir las relaciones de 
tipo matemático que existen entre los tres índices de perfor 
manee vistos anteriormente, relaciones que en todos los ca­
sos van a ser de tipo lineal; demostrándose que, al menos 
por lo que respecta a la ordenación de los fondos de inver­
sión segón su performance, es indiferente el tipo de índice 
utilizado (29).
8.5*1* Sharpe-Treynor
Según hemos visto con anterioridad, si tomamos me­
dias y varianzas en la expresión del modelo de mercado dada 
por (8.5)> se obtiene:
(8.28)
2 2 2 2 
v p = v%
(8.29)
La variabilidad de cualquier título o cartera dada
45 o
(8.28) puede ser descompuesta en dos partes (30):
2 2
Cp VM parte debida al riesgo sistemático o no diversi- 
ficable.
2
Y ¿p parte debida al riesgo no sistemático o diversi­
ficadle.
Si suponemos que mediante la diversificación, el riesgo no - 
sistemático o diversificable se consigue anular, (8 .2 9 ) que­
daría:
2 2 2 
v p =
y extrayendo raíces cuadradas en ambos miembros se reduce a:
Vp - VH (8.30)
Dado que el índice de Sharpe viene dado por la si­
guiente expresión:
R_ — R.ps „ —2-L: (8.3 1)
p V
p
Si ahora sustituimos en (8.31) L  y Y por los valores halla
X X
dos en (8.28) y.(8.30), se tiene:
P Vp £p VM . VM VM
Rr. — <=<
 L
0 P
y recordando la expresión (8.19), finalmente se tiene:
S^ = —ü -------------T"
P v V pM M '
donde y 1/V^ son constantes numéricas, ya que 3e refie­
ren a la cartera de mercado. Por tanto, existe una relación ■
lineal entre S y T“ . Cuanto menor sea T" (ijiayor performan- 
P p *
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ce tiene la cartera según Treynor), mayor será S^ (mayor per 
formance tiene la cartera según Sharpe). De modo que los ín­
dices de Sharpe (S ) y Treynor (T1* ) son dos medidas de per-
Jr JT
formance equivalentes cuando las carteras de valores están - 
bien diversificadas y carecen de riesgo no sistemático.
8.5.2. Treynor-Jensen (31).
Según (8.26) la rentabilidad diferencial de Jensen
era:
Jp = (Rp"Rf) “ (8*32)
Dividiendo.ambos miembros por se tiene:
— 2-----   (%-Rf) (8.33)
y como el coeficiente beta de la cartera de mercado es 1, 
también puede expresarse oomo:
J- H — Rf R m  — Rf
— = — 2.--- í M £_ (8.34)
^p Pp >^k
Si ahora tenemos en cuenta (8.8) y (8.27)» podemos 
finalmente poner (8.34) del siguiente modo, una vez despeja­
do Tp:
Tp=J-p+TM (8*35)
donde T^ es una constante desde el momento^que sólo depende 
de la cartera de mercado y de la tasa pura ¿e interés, por - 
lo que el índice de Treynor (T ) es una transformación li- 
neal del índice de Jensen modificado (J*p). Cuanto mayor sea 
J ‘ (mejor es la performance de acuerdo con el Índice modifi
458
cado de Jensen) mayor será T (mejor será la performance se-
ir
gán el índice de Treynor).
A partir de (8.32), también puede deducirse una re 
lación lineal entre el índice de Jensen modificado (JfD) y -
Jr
la tercera expresión alternativa del índice de Treynor (T,fp) 
Así, si sustituimos en (8.32) R por su valor dado en (8.28) 
tenemos:
Jp = (Rp-Rf) - ( y R M -Rf)
Jp = ^ P *  %  " Rf) " " Rf^
J p  =  * p  -  R f  *■ O p  R f  ( 8 - 3 6 )
Y dividiendo ambos miembros de (8.36) por (*> :
ir
— EL = r ( _ f ---- £_) .
P>p C> p
Finalmente, recordando las expresiones (8.19) y (8.27), lle­
gamos a:
J*p = %  - T"p (8.37)
Esta última expresión fue dada por Treynor (32) pa
ra mostrar la relación entre su índice T" y el índice de -
ir
Jensen modificado J,p* Como se ve,- la relación vuelve a ser 
lineal. Cuanto menor es T1* (mejor es la performance de la - 
cartera según Treynor), mayor será J* (mejor eerá la perfor
ir
manee de la cartera de acuerdo con Jensen).
8.5.3* Sharpe-Jensen
Nos queda por ver la relación entre los índices de 
Sharpe y Jensen. Para tratar dicha relación vamos a partir -
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de la expresión del Índice de Jensen dada por (8.26) í
Jp =(Rp - %)- (¡-pCBM-Rf) (8.38)
Si dividimos ambos miembros por la variabilidad o 
riesgo total de la cartera, tenemos:
J_ . R - Rm  - R«
- a -  o (— E— f-)- (b (_JL_f_) (8.39)
V V p V
p p p
Como el coeficiente beta de la cartera p, calculada a partir 
de los datos históricos es:
(. . ■>  • %  • tm ( 8 „ 0 )
P V -
M
sustituyendo (8.40) en (8.39) y suponiendo que en una situa­
ción de equilibrio toda cartera eficiente debe estar situada 
sobre la CML y, en consecuencia, r ^ = 1, se tiene:
j p = Rp~ Rf _ 1 • v ym   ^ % ~ Rf ^
p p M p
j„ R — R« R^ r- Rn
£ - = — e-- £---- -1-- í_ (8.41)
Vp Vp %  ■
Recordando la expresión ( 8 . 3 ) ,  podemos poner ( 8 . 4 1 )  
como 3igue:
- Í E - = S p - S M ( 8 . 4 2 )
P
Finalmente, despejando S en (8.42) y llamando Ju a J^/V ,
P  Ir ‘ Ir Ir
obtenemos la siguiente expresión:
SD = J» -  S* ( 8 . 4 3 )
donde es una constante ya que depende de la cartera de - 
mercado y de la tasa pura de interés, por lo que el índice - 
de Sharpe (S ) es una transformación lineal de este nuevo ín
Ir mmm
dioe de Jensen que acabamos de introducir (J*'p) > en.el caso 
de que r ^ = 1, y que por tanto la cartera en cuestión única 
mente tenga riesgo sistemático. Los índices J" y J f se di­
ferencian en el divisor, que ahora es el riesgo total en vez 
de ser el riesgo sistemático, siendo necesario hablar de J1* 
al tratar de la relación entre los índices de Sharpe y Jen - 
sen, ya que el índice de Sharpe tiene en cuenta la prima pa­
gada por el mercado por unidad de riesgo total.
Según se desprende de (8.43), cuanto mayor sea J” 
(mejor es la performance de la cartera según Jensen), mayor 
será Sp(mejor será la performance según Sharpe).
En opinión de Francia y Archer (33),."las tres me­
didas del rendimiento de las carteras estudiadas anteriormen 
te tienen un serio defecto que produce cierto sesgo en con­
tra de la selección de carteras de elevado riesgo11. Tal ses­
go se produce cuando existen diferentes tasas de interés pa­
ra prestar y pedir prestado, ya que como vimos en el epígra­
fe 4 del tema VI, Figuras 6.5 y 6.‘6, tantó la CML como la - 
SML tenían rendimientos esperados de equilibrio más bajos 
que los previstos en el modelo standard del CAPM para nive - 
les de riesgo altos. Mientras se producía la situación con­
traria en las carteras de bajo riesgo. Como las tres medidas 
de la performance estudiadas en este capítulo se basan en el 
modelo standard de CAPM (aunque claro está en base a datos - 
ex-post), es indudable que si en la realidad las tasas de in
terés para prestar y pedir prestado son diferentes, el men­
cionado sesgo se va a producir.
8.5.4* Comparación entre carteras usando 
los diferentes índices
Hasta aquí hemos visto I03 índices de performance 
más usuales y las relaciones de tipo matemático que se dan 
entre ellos.
Smith y Tito (34) estudiando una muestra de 38 fon 
dos.de inversión, elegidos al azar de entre un total de 77, 
y basándose en datos trimestrales a lo largo del período - 
1958-67» calcularon los rendimientos trimestrales continuos 
para cada uno de los fondos de la muestra, así como los ren­
dimientos trimestrales continuos de la cartera de mercado re 
presentada por el índice Standard and Poor que consta de 500 
títulos. Una vez tuvieron calculados Rj_., R^ y R^ hicieron - 
dos análisis de regresión, sobre cada uno de los 38 fondos, 
en base a los modelos econométricos (8.5) y (8.24). Con los 
parámetros estimados por los modelos calcularon los índices 
de performance de todos los fondos de acuerdo con los crite­
rios de Sharpe, Treynor, Jensen y Jensen modificado y, pos­
teriormente, ordenaron de menor a mayor, de acuerdo con los 
cuatro criterios de performance utilizados, a cada uno de - 
los fondos de la muestra. Finalmente, compararon las ordena­
ciones dadas por los cuatro criterios de performance utiliza 
dos. Así, se compararon las ordenaciones Sharpe-Treynor, -
Treynor-Jensen, Sharpe-Jensen y Treynor-Jensen modificado, - 
llegando a los resultados expresados en la Figura 8.8. (35).
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Como se observa en la Figura 8.8, las comparacio­
nes de las ordenaciones entre los cuatro pares de índices - 
de performance tienen coeficientes de correlación muy fuer­
tes, en cualquiera de los casos superior al 0,95. De lo - 
cual, se deduce que cualesquiera d.e las cuatro medidas de - 
performance pueden ser utilizadas indistintamente en la or­
denación de fondos de inversión, sin que las diferencias - 
por usar una u otra medida sean significativas.
8.6. Algunos estudios empíricos sobre la Performance 
de los Fondos de Inversión
A continuación vamos a hacer un breve repaso de - 
los principales estudios de performance que sobre los fondos 
de inversión se han hecho en el mercado de valores norteame­
ricanos, en comparación con la performance de la cartera de 
mercado. Todos los índices de performance vistos anteriormen 
te: Sharpe, Treynor y Jensen, fueron desarrollados por estos 
autores con el objeto de valorar la buena o mala gestión de 
los fondos de inversión.
Los fondos de inversión suelen poseer carteras al­
tamente diversificadas, por lo que sus rendimientos están es 
trechamente relacionados con los rendimientos de la cartera 
de mercado. Segón Jensen (36), en su estudio sobre 115 fon-
. 45»
dos de inversión, durante el período 1945-64, en promedio, 
el 85% de la varianza de los rendimientos de los fondos se - 
puede atribuir a las fluctuaciones del mercado:
0-85 ^  (bj V*
por lo que la volatilidad (h de las carteras puede ser un 
buen sustituto de su variabilidad V . Así, Sharpe (37) reía-
Jtr
ciona el orden basado en el índice de Treynor con el orden - 
que se desprende de la utilización de su propio índice y lie 
ga a la conclusión de que las ordenaciones son muy semejan - 
tes. Esto vuelve a corroborar lo que antes ya vimos en el esj 
tudio de Smith y Tito sobre las ordenaciones a que dan lugar 
las diferentes medidas de performance y la alta correlación 
existente entre ellas.
Si bien las rectas características de los fondos « 
suelen tener una alta correlación con el mercado (recordemos 
que según Treynor 4 de cada 5 fondos tenían coeficientes de 
correlación igual o superior al 90%), sus correspondientes - 
betas varían ampliamente de unos fondos a otros: desde.0,4 - 
hasta 1,5 según se desprende de los datos utilizados por Jen 
sen (38). ”Siempre y holgadamente,, sucede que los fondos de 
inversión hacen lo que prometen que van a hacer” (39). Es dei 
cir, que no se suelen apartar de los objetivos y políticas - 
que se fijan.
• Otra cosa distinta es si su gestión es buena y si 
su rentabilidad ex-post es superior a la de otras carteras 
aleatorias de igual riesgo*
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Sharpe (40) estudió la performance de 34 fondos de 
inversión durante el período 1954-1963, usando como sustitu­
to de la cartera de mercado el índice Dow-Jones Industrial - 
Average. Luego de medir la performance de los 34 fondos y la 
cartera de mercado con su índice antes estudiado, solamente 
11 fondos tuvieron un ratio premio/variabilidad superior al 
ratio premio/variabilidad de la cartera de mercado; el resto, 
23 fondos, tuvieron un ratio más pequeño. "Tales resultados 
no son especialmente estimulantes para los defensores de los 
fondos de inversión. Se puede atribuir la menor efectividad 
a una diversificación insuficiente; pero la verdadera natura 
leza de las carteras que poseen así como la gran córrela- - 
ción entre la rentabilidad de los fondos y las fluctuaciones 
del mercado, desautoriza esta explicación. Parece muy impro­
bable que, en término medio, los gestores de los fondos raz£ 
nen equivocadamente. Es más probable que generen gastos exce 
sivamente altos en la búsqueda de las inversiones deseadas" 
(41).
Los resultados de Shaipe acabados de mencionar se 
basan en rentabilidades netas obtenidas por el inversor lue­
go de deducir los gastos de gestión y las comisiones de los 
agentes. Si se añaden estos gastos deducidos a las rentabili 
dades netas se obtendrán las correspondientes rentabilidades 
brutas. Los índices de Sharpe calculados en base a las renta 
bilidades brutas muestran los siguientes resultados: 19 fon­
dos tienen un ratio premio/variabilidad superior al de la - 
cartera de mercado y únicamente 15 tenían ratios más bajos. 
"... ceteris paribus, cuanto menor es el ratio de gastos del
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fondo, mejores son los resultados obtenidos por los accionis­
tas" (42). De manera que los buenos índices de performance - 
de los fondos están relacionados de una forma directa con - 
los bajos ratios de gastos.
Treynor (43) utilizando datos de rentabilidades - 
anuales netas de 20 fondos y usando como cartera de mercado 
el índice Dow-Jones Industrial Average, dibuja las rectas ca 
racterísticas de dichos fondos. Así, comparando estas rectas
características con la recta característica de la cartera de
/ ^  
mercado (la bisectriz del primer cuadrante en los ejes (Rp»
Rjj) ), se ve que para una misma, tasa de interés del 4J&, sólo
8 fondos tienen mejor índice de performance T* que la carte
Jr
ra de mercado, mientras que el resto, 12 fondos, lo tienen - 
peor. Estos resultados vuelven a poner otra vez el dedo en la 
llaga poniendo en duda la gestión realizada por los fondos - 
de inversión.
Finalmente, Jensen (44) estudiando 115 fondos de - 
inversión durante el período 1945-64 en base a rentabilida - 
des anuales y usando como sustituto de la cartera de mercado 
el índice Standard and Poor Composite, calcuia las rentabili 
dades diferenciales (J ) de los 115 fondos, y la cartera de 
mercado en base a rentabilidades netas en primer lugar y iu£ 
go en base a rentabilidades brutas.
Con rentabilidades netas, la rentabilidad diferen­
cial media de los 115 fondos fue de -0,011, de modo que 67 - 
fondos tuvieron rentabilidades diferenciales negativas (peo­
res que la rentabilidad diferencial del mercado, que es nula
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por definicióa).
En base a rentabilidades brutas, es decir, sin de­
ducir de la rentabilidad los gastos de investigación, costes 
de administración, etc., o lo que es igual, incluyendo todos 
los gastos excepto corretajes, comisiones e impuestos, la 
rentabilidad diferencial media de los 115 fondos fue de 
-0,0004, con 60 fondos para los cuales O y 55 en los - 
que Jp<0.
Por lo que respecta a la capacidad de los fondos - 
para predecir correctamente las fluctuaciones futuras del 
mercado, cabe decir que no existe evidencia en tal sentido, 
ya que si los gestores de los fondos de inversión fueran ca­
paces de adivinar las futuras oscilaciones del mercado, admi 
nistrarían las carteras de sus fondos de forma que sus res­
pectivas betas fuesen superiores en épocas de alza y menores 
en épocas de baja, de modo que la nube de puntos (Rp,R^) se 
pudiese ajustar mejor mediante una curva tal como la dibuja­
da en la Figura 8.9 que mediante una recta. Treynor y Mazuy - 
(45) estudiaron-57 fondos de inversión durante el período - 
1953-62 y solamente en un caso una curva se ajustó mejor que
una línea recta a la nube de puntos situada en los ejes (B ,
Jr
R^), e incluso en ese único caso, la curva no era muy pronun 
ciada.
En los estudios empíricos vistos hasta ahora, los 
fondos de inversión en promedio no' han tenido mejores perfor 
manees que la cartera de mercado. No obstante, hay fondos - 
que baten al mercado y cabría preguntarse si un fondo que ba 
te al mercado en un período dado lo vuelve a batir en el pe­
ríodo siguiente. Sharpe (46) estudia esta situación comparan 
do las ordenaciones de 34 fondos según el ratio premio/va­
riabilidad en los períodos 1944-53 y 1954-63, tanto en base 
a rentabilidades brutas como netas y, aunque aparece una li­
gera relación positiva en ambos casos, pocos son los fondos 
que obtuvieron resultados sistemáticamente mejores que lo.s - 
del mercado.
En opinión de Sharpe (47), las principales conclu­
siones que se derivan de los estudios sobre la performance - 
ex-post de I03 fondos de inversión son los siguientes:
1. Las carteras de I03 fondos suelen estar bien da. 
versificadas.
2. La mayoría de los gestores escogieron el tipo - 
de riesgo que más se ajustaba a la política de
inversiónes de sus respectivos fondos' y lo mantu 
vieron razonadamente bien en el futuro.
3. Antes de considerar gastos, los fondos de inver 
sión, por término medio, no batieron al mercado.
Después de considerar gastos, los fondos, por - 
término medio, tuvieron peores resultados aún y, 
por tanto, no batieron al mercado.
Pocos, si hubo alguno, de los fondos batieron - 
al mercado de una forma continua y sistemática 
a través del tiempo.
La mayoría de los fondos parece ser que incu- - 
rrieron en unos gastos excesivos buscando títu­
los que estuviesen infravalorados.
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HOTAS PEI CAPITULO VIII
(1) En el libro de Sharpe, se traduce performance por efica­
cia, pero ésto puede provocar confusión, ya que normal - 
mente se reserva el término eficacia para hablar de las 
carteras eficientes de Markowitz.
SHARPE, W.F.: "Teoría de Cartera y del Mercado de Capita­
les". Ediciones Eeusto. Bilbao, 1976, p. 187*
(2) "En la mayor parte de los casos carece de sentido expre­
sar por un sólo número el resultado de una cartera. Este 
debe presentarse en forma de vector, ya que son varios y 
no uno "solo los parámetros que definen el rendimiento de 
una cartera. Con la voz performance más que el "resulta­
do" se quiere expresar la estructura o composición de -
%\
ese "resultado".
SÜAREZ SUAREZ, A.S.: "Decisiones Optimas de Inversión y 
Financiación en la Empresa". Ediciones Pirámide. Madrid, 
1980. p. 464.
(3) TREYNOR, J.L.: "How t© Rate Management of Investment 
Funds". Harward Business Review, Enero-Febrero 1965, p. 
63-75, p. 65.
(4) JACQUILLAT, B . y  SOLNIK, B.: "Mercados Financieros y Ges 
tión de Cartera de Valores". Editorial Tecniban. Madrid, 
1975. p. 131.
(5) utilidad de las medidas ex-post de la performance pa 
ra el análisis y selección de inversiones ¡nobiliarias es 
evidente en tanto las relaciones existentes entre los re
¿ 6L>
sultados generados por los distintos activos en el pasa­
do se mantengan en el futuro, Pero aún cuando 93to no - 
ocurriera y se diera poca consistencia en las relaciones 
existentes entre las performances de los distintos acti­
vos, tales medidas no dejarían de tener gran utilidad pa 
ra los inversores, en tanto a éstos les interesa conocer 
la bondad de la gestión realizada por los profesionales 
a los que ha encomendado sus recursos financieros”,
SUARSZ SUAREZ, A.S., op.cit., p. 464-465.
(6) SHARPE, W.F., op. cit., p. 167.
(7) SHARPE., W.F.: "Mutual Fund Performance”. Journal of Busi 
ness, vol. 3 9, n2 1 , enero 1966, p. 119- 138.
TREYNOR, J.L., op. cit.
JENSEN, M.C.: "The Performance of Mutual Funds in the Pe^  
riod 1945-64"• Journal of Finance, vol. 23 ¿ n2 2, mayo - 
1968, p. 389-416.
(8) FAMA, E.F.: "Efficient Capital Markets; A Review of Theo- 
ry and Empirical Work”. Journal of Finance, vol. 25, n2 2 
mayo 1970, p. 383-417.
En este artículo hay un excelente resumen sobre 
los trabajos teóricos y empíricos en torno al tema de los 
mercados de capitales eficientes en sus diferentes formas.
(9) "Para que un inversor consiga batir el mercado realmente, 
debe,- o conseguir un tanto más elevado de rentabilidad - 
que el mercado sin asumir un mayor riesgo que el medio o, 
por el contrario, encontrar una inversión que sea menos - 
arriesgada que la media del mercado pero que obtenga un -
tanto de rentabilidad equivalente".
FRANCIS, J.C. y ARCHER, S.H.: ''Análisis y Gestión de Car 
tara de Valores”. Ediciones ICE. Madrid 1977, p. 209r
(10) En la obra de Mateos-Aparicio aparece un test sobre la - 
eficiencia del mercado de capitales español en la forma 
fuerte.
MATEOS-APARICIO, Po: "Inversión Mobiliaria Solectiva". - 
Bolsa de Madrid. Servicio de Estudios. Madrid 1977*
Por otra parte, a nivel de activos individua - 
les, Goula Surinach ha calculado la performance de 58 tí 
tulos aplicando distintos índices a los datos quincena - 
les de-la Bolsa de Barcelona en el período 1970-72.
GOULA SURINACH, J.: "Análisis y cálculo del riesgo en el 
mercado de Valores". Banca Más Sardár Servicio de Esta - 
dios. Barcelona. 1974.
(11) Dentro del Análisis Fundamental también es muy utilizado 
el método PER (Price Earning Ratio), que consiste en cal 
cular el ratio precio-ganancia y luego multiplicar el be­
neficio futuro esperado por dicho ratio para así haDar e\ 
precio teórico de las acciones de una empresa determina­
da.
(12) Si bien es cierto que un reducido número de entidades eu 
ropeas y norteamericanas calculan y utilizan los coefi^ - 
cientes beta de los títulos en la gestión de sus cartea - 
ras dé valores.
En opinión de Jacquillat y Solnik, el análisis 
financiero tradicional y la Teoría del Mercado de Capíta
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les no son contrapuestos, sino que, por el contrario, am 
bo3 análisis se refuerzan,
JACQUILLAT, B. y SOLNIK, B. , op. cit., p. 180.
(13) Refiriéndose a la gestión de cartera por parte de los - 
fondos de inversión y las sociedades de cartera, Mateos- 
Aparicio afirma que Hen la práctica española se utiliza 
sobre todo el Análisis Fundamental. Menos frecuente es - 
el Análisis Técnico. La utilización de los conceptos de
«i
riesgo y volatilidad se utiliza sólo de forma ocasional.
.MATEOS-APARICIO, P.: op. cit., p. 145.
(14) Un excelente tratamiento de estos temas en castellano - 
puede encontrarse en la obra de:
SUAREZ SÜAREZ, A.S., op. cit., caps. 26 y 2 7.
También pueden encontrarse referencias al Aná­
lisis Técnico y al Fundamental en todos los trabajos so­
bre eficiencia del mercado de capitales, ya que en di­
chos trabajos se intenta demostrar la poca utilidad del 
Análisis Técnico y del Análisis Fundamental a medida que 
los mercados de capitales son más eficientes en su com­
portamiento •
(15) FRANCIS, J.C. y ARCHER, S.H., op. cit., p. 187-188.
C16) SHARPE, W.F (1976), op. cit., p. 187.
(17) TREYNOR, J.L., op. cit., p. 64.
(18) SHARPE, W.F.,(1976), op. cit., p. 189.
(19) TREYNOR, J.L., op. cit., p. 75.
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(20) La abscisa se obtiene al hacer IL = en (8.14)-
(21) JACQUILL\T, B. y SOLNIK, B., op. cit., p. 134.
%
(22) Sean dos fondos cuyas rectas características son:
^  = *  1 4- 1*25 %  R2 = 4. o 15 %
Si formamos una nueva cartera compuesta por el primer - 
fondo con el peso (1-w) y el resto por el activo libre - 
de riesgo, tendríamos:
Rr = wRf 4 (1-w )R1 = O'óRj 4 0'4 [<*.,4 1*25 % 1  =
= (0'6 Rf 4 0'4 °< -,) 4 0'5 %
Es decir, que habríamos conseguido que el nuevo fondo tu 
viese la misma volatilidad que el segundo fondo.
(23) SMITH, K.V. y TITO, D.A.: ”Risk-Return Measures of Ex­
pos t Performance”. Journal of Financial and Quantitative
Analysis, vol. 4, n 2 4, diciembre 1969, p. 449-471» p. -
454.
(24) JENSEN, M.C., op. cit.
(25) SHARPE, W.F. (1976), op. cit., p. 193.
(26) JACQUILLAR, B. y SOLNIK, B., op. cit., p. 139.
(27) JENSEN, M.C., op. cit., p. 401.
(28) SMITH, K.V. y TITO, D.A., op. cit. , p. 457.
(29) El contenido de este epígrafe va a estar principalmente • 
basado en los desarrollos de:
FRANGIS, J.C. y ARCHER, S.H., op. cit., p. 205-206.
SMITH-, K.V. y TITO, D.A. , op. cit.
(30) Tal como vimos en el epígrafe quinto del capítuloV.
(31) Interesa resaltar que las relaciones que vamos a estable 
cer son entre J* y T y entre J* y T" , pero en ningún
ir ir • ir ir
caso trabajaremos con J .. En realidad, si se comparan -
ir /
las performances de los títulos de acuerdo con J y T* ,
ir ir
pueden surgir situaciones contradictorias tal como apun­
ta Sharpe, '
SHARP3, W.F. (1976), op, cit., p. 194-195.
(32) TREYNOR, J.L.s "Discussion: The Performance of Mutual - 
Punds in the Period 1945-64". Journal of Finance, vol. - 
23, mayo 1968, p. 418-419. ■
(33) FRANGIS, J.C. y ARCHER, S.H., op. cit., p. 199.
(34
(35
(36
(37
(38
(39
(40
(41
(42
SMITH, K.V. y TITO, D.A. , op. cit.
La figura 8.8 está tomada de:
Ibid, p. 462.
JENSEN, M.C., op. cit.
SHARPE, W.F. (1976), op. cit., p. 199.
JENSEN, M.C., op. cit.
SHARPE, W.F. (1976), op. cit., p. 199.
SHARPE, W.F. (1966), op. cit.
SHARPE, W.F. (1976), op. cit., p. 200-201.
SHARPE, W.F. (1966), op. cit., p. 137.
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(43) TREYNOR, J.I., op. cit., p. 7í.
(44) JENSEN, op. cit.
(45) TREYNOR, J.L. y MAZUY, K.K.: "Can Mutual Funds Outguess 
the Market?" Harward Business Review, Julio-Agostó 1966, 
p. 131-136.
(46) SHARPE, W.F. (1966), op. cit.,
(47) SHARPE, W.F. (1976), op. cit., p. 212.
CAPITULO IX
LAS DECISIONES DE FINANCIACION E INVERSION EN EL 
MARCO DEL CAPM
9.1* Introducción
En este capítulo vamos a desarrollar algunas aplica 
ciones del CAPM standard en distintas áreas de la Economía de 
la Empresa; en particular en el área de inversión y financia­
ción. La importancia de los problemas financieros dentro de 
la Economía de la Empresa es evidente y hay autores como Sua- 
rez que definen la empresa ,fdesde el punto de vista de la fe­
nomenología económica como una sucesión en el tiempo de pro­
yectos de inversión, y financiación’1 (1).
Normalmente, las decisiones de inversión y financia 
ción se estudian y analizan por separado. Sin embargo, aunque 
se justifique desde el punto de vista didáctico, es evidente 
que ambas decisiones están estrechamente interrelacionadas, - 
siendo el nexo de unión el coste del capital.
El coste del capital es relativamente fácil de defi 
nir, pero presenta muchos problemas importantes el medirlo. - 
Gordon (2) lo define de la siguiente manera: ”E1 coste de ca­
pital de una empresa es aquella tasa de descuento que reúne - 
la propiedad de que una inversión con una rentabilidad inter­
na superior (inferior) a esta tasa aumentará (reducirá) el va 
lor de la empresa”. Por lo tanto, el coste del capital es la 
tasa mínima de rentabilidad que se le. debe exigir a un proyec 
to de inversión con el fin de que el valor de la empresa no - 
disminuya y el proyecto de inversión se pueda considerar acejo
table, de acuerdo con el objetivo del enfogue moderno de la - 
gestión financiera*
Ribas da una definición operativa del coste del ca- 
piral en base a la cual se puede medir su cuantía (3), Para - 
este autor, el coste del capital "no es sino la media pondera 
da de los costes explícitos de los recursos ajenos y de los - 
implícitos de los propios" (4).
Pe acuerdo con esta última definición del coste del 
capital, cabe esperar que un cambio en la estructura financia 
ra de la empresa (al cambiar las ponderaciones en que inter - 
vienen los distintos recursos financieros), modifique el cos­
te del capital, por lo que las decisiones de inversión y fi­
nanciación están íntimamente relacionadas.
La cuestión de. si el coste del capital depende o no 
de la estructura del capital de la empresa, o lo que es lo -
mismo, del ratio de endeudamiento (5) ha sido, y continúa -
siéndolo, uno de los temas más discutidos y polémicos del -
área financiera. La importancia de una correcta medición de
su cuantía queda clara desde el momento en que una vez que se 
determina el coste del capital, inmediatamente se puede calc¿ 
lar el valor de la empresa, ya que el coste del capital puede 
también considerarse como la tasa de capitalización que hay - 
que aplicar al ingreso neto operativo (antes de impuestos y - 
de deducir intereses) con el fin de hallar el valor de la em­
presa. Pe forma que si el coste del capital alcanza un mínimo 
para un ratio de endeudamiento dado, el valor de la empresa - 
será máximo.
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Aunque e3 costumbre señalar el año 1952 como fecha 
del comienzo de los estudios sobre el coste del capital con 
el trabajo de Durand (6), lo cierto es que hay antecedentes 
muy anteriores sobre el tema. Así, Williams en 1938 ya afir­
maba que ”ningún cambio en el valor de la inversión de la em 
presa como un todo resulta de un cambio en su capitalización”
(7). Si bien es justo reconocer que fue Durand el primero en 
hablar de los dos métodos fundamentales y contrapuestos de - 
valoración de acciones: métodos KOI y NI (8).
En el artículo de Durand, al que acabamos de hacer 
referencia, se llega a la conclusión de que ambos métodos de 
valoración se corresponden con posturas extremas que no se - 
dan en la realidad, ya que el coste del capital en el mundo 
real, decrece en un comienzo a medida que se incrementa el - 
ratio de endeudamiento alcanzando un mínimo, a partir del - 
cual la variación es creciente con respecto al ratio de en­
deudamiento o ”leverage" financiero. Por tanto, según Durand, 
existe una estructura financiera óptima para la cual el valor 
de la empresa es máximo. Esta posición de Durand constituye - 
lo que luego ha dado en llamarse tesis tradicional, tesis que 
ha sido defendida entre otros por los siguientes autores: -
Schwartz, Gordon, Solomón, Brigham y Gordon (9).
La tesis tradicional fue la postura generalmente 
aceptada hasta que en 1958 apareció el artículo de Modigliani 
y Miller (10) (M-M) que marcó un verdadero hito en la litera­
tura financiera. Modigliani y Miller.apoyándose en una cons—  
trucción teórica, completamente correcta desde el punto de - 
vista lógico, demostraron que, en qusencia de impuestos y su­
poniendo la existencia de un mercado de capitales perfecto, - 
el coste de capital y, en consecuencia, el valor de la empre­
sa, son independientes del ”leverage” financiero, con lo cual 
la estructura financiera no tiene ningún efecto sobre la valo 
ración de una empresa.
,!Se había iniciado así una polémica que ha hecho C£ 
rrer ríos de tinta, pero que a pesar de las múltiples y a ve­
ces valiosas aportaciones recibidas aún no ha llegado a una 
solución definitiva” (11).
Si se aceptan los supuestos de base, de M-M, como - 
ya hemos indicado, la estructura deductiva es irreprochable - 
en términos lógicos; por lo cual lo único que se puede criti­
car al armazón teórico de M-M es que “las hipótesis de base - 
están demasiado alejadas de lo que ocurre en el mundo real” 
( 12).
Así, cuando se acerca el modelo de M-M a la reali­
dad y se supone la existencia del impuesto sobre sociedades, 
los mismos autores se ven obligados a corregir su modelo y - 
modificar sus conclusiones (13)i en un mundo con impuestos, - 
según M-M, cuanto más se endeuda la empresa, mayor será su va 
lor.
Sin embargo, como observan Brennan y Schwartz. (14); 
”La mayoría de las empresas evitan las estructuras de capital 
altamente endeudadas” en contra de lo que se desprende de las 
conclusiones de M-M con impuestos.
Esta discrepancia la justifican M-M, en parte, por
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la existencia del impuesto sobre la renta de las personas fí­
sicas que provoca que la financiación con beneficios no dis - 
tribuidos sea más barata que la deuda y, en parte también, de 
bido al hecho de que las empresas se reservan a menudo un po­
tencial de endeudamiento, al no utilizar la deuda al máximo, 
con el fin de asegurarse una mayor flexibilidad en su gestión 
financiera.
Sin embargo, otros autores como Robicheck y Myers, y
Kraus y Litzenberger, piensan que una de las razones de la dis.
crepancia entre la teoría de M-M y la realidad se debe a la -
(15)
posibilidad de insolvencia de las empresas endeudadas. Una em 
presa con deuda en su estructura de capital puede presentar - 
una posición de insolvencia al final del período si no puede 
hacer frente a sus obligaciones, por ello debe tenerse en cuen 
ta explícitamente esta posibilidad y penalizar tal situación - 
con unos "costes de quiebra”7 siendo la existencia de los cos­
tes de quiebra el eslabón que le falta a la teoría de M-M pa­
ra poder explicar el mundo real (16). Así, mediante el uso de 
diversos modelos, los trabajos de Robicheck y Myers, Batxer, 
Kraus y Litzenberger, Scott, Lee y Barker, Chen, Kim, Turn- - 
bull (17), demuestran que, con impuesto sobre sociedades y 
costes de quiebra, existe una estructura óptima de capital pa 
ra la empresa.
Por tanto, al introducir la posibilidad de insolven 
cia de las empresas y que éstas incurran en los correspondien 
tes costes de quiebra ”se refuerza la.concepción tradicional 
de que existe una estructura óptima de capital que maximiza el 
valor de la empresa para sus accionistas; quedando entonces -
las Proposiciones de M-M sólo como un caso particular cuando 
los costes de quiebra sean cero o no exista posibilidad de - 
quiebra” (18).
9.2. El CAPM y las Pe cisiones de Financiación
A continuación vamos a analizar la relación que exis 
te entre la estructura financiera de la empresa y su valor de 
mercado en base al modelo de precios de equilibrio de los ac­
tivos financieros.
Aunque hay trabajos iniciales sobre esta aplicación 
del CAPM, como los de Hamada y Hubinstein (19)» que demues- - 
tran la validez de las proposiciones I y II de M-M en un mun­
do con y sin impuestos, nosotros, teniendo en cuenta que es 
necesario introducir la posibilidad de insolvencia si se quie_ 
re acercar el modelo a la realidad y llegar a resultados que 
estén en consonancia con lo que se observa en ella, vamos a - 
basarnos en el trabajo más general de Kim (20) que supone la 
existencia de impuestos y costes de quiebra.
Nuestro 'primer objetivo va a ser establecer un modes 
lo de valoración de la empresa en base al CAPM y demostrar - 
que las Proposiciones I y II de M-M del artículo de 1958 son 
un caso particular del modelo que expondremos cuando no exis­
tan impuestos ni costes de quiebra (21).
Pero mientras que M-M basan su argumentación en un 
modelo de equilibrio parcial y.se apoyan en el concepto de 
clases de riesgo y el proceso de arbitraje, nosotros vamos a 
trabajar con un modelo de equilibrio general: el CAPM (22).
Por último, conviene advertir que, en los capí tu - 
los anteriores, los activos arriesgados del CAPM hacían refe 
rencia a títulos o valores mobiliarios, mientras que en este 
capítulo se va a ampliar el concepto de activo arriesgado pa 
ra incluir también en él a las empresas; empresas que, como 
cualquier otro activo en un mundo de dos parámetros, estarán 
caracterizadas por los dos primeros momentos de la función 
de distribución de sus rendimientos.
En el contexto de la estructura uniperíodo del 
CAPM, esto exige tener que introducir el supuesto fuertemen­
te restrictivo de que la empresa se disuelve al final del pe 
ríodo. Más adelante, volveremos a tratar'de esta cuestión.
9.3. Rendimiento de las Acciones de una Empresa sin Deudas
Admitiendo que se dan ciertas imperfecciones en el 
mercado de capitales, suponemos que existe un impuesto que - 
grava los beneficios de las sociedades (23) y unos costes de 
quiebra.
Contemplamos el caso sencillo de una empresa que al 
comienzo del período de estudio, no tiene deudas pendientes -
con antiguos obligacionistas, de forma que está completamente 
financiada por capital propio al inicio del período (24).
Asimismo, con el fin de separar las decisiones de - 
inversión y financiación, suponemos que la empresa ya ha se­
leccionado, por el procedimiento que sea, el o los proyectos 
de inversión a realizar, pero no ha decidido aán como va a fi 
nanciarlos.
El coste del nuevo proyecto de inversión es de A - 
unidades monetarias y el ingreso que se espera obtener (sin - 
descontar ni los impuestos, ni los posibles intereses), es dje 
cir, el ingreso después de pagar a todos los factores produc­
tivos que no sean factores de capital, es la variable aleato- 
ria X .
Como nos movemos en el contexto de un modelo unipe- 
ríodo y con el fin de evitar posibles efectos sobre la valora 
ción de las firmas distintas del ratio de endeudamiento, ta­
les como por ejemplo la política de dividendos, sistemas de - 
amortización, etc., supondremos que la firma se disuelve al 
final del período, con lo cual los ingresos netos operativos 
serán: . X  - A. Estos ingresos operativos también pueden consi^ 
derarse como la suma de los dividendos más las ganancias de 
capital realizadas durante el período de estudio.
Si la empresa decide financiar el total de la inver 
sión con acciones, entonces su valor de mercado será:
donde S* es el valor de mercado de las acciones de una empre-
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sa A sin deudas. De modo que el rendimiento aleatorio obteni­
do por los accionistas, después de pagar los impuestos al Go­
bierno, expresado en términos de uno más el rendimiento alea­
torio obtenido por unidad monetaria invertida en las acciones 
de la empresa A, será:
_  T - t (X - A) ( 1 - t ) x ' + A t
% ---------57- ------------------- 5 -------- » • « >
siendo t el tipo de gravamen del impuesto sobre el beneficio 
de las sociedades.
9.4# Hendimiento de las Acciones de una Empresa con Deudas
Si la empresa decide financiar parte o todo el pro­
yecto de inversión mediante la emisión de D unidades moneta - 
rias en obligaciones, el valor de la firma, por definición, 
será:
VB = Sg 4- D (9.3)
donde Sg es el valor de mercado de las acciones de la empresa
B que tiene obligaciones en su estructura de capital (2 5).
Evidentemente, desde el momento en que los ingresos
X son una variable aleatoria y lá empresa debe hacer frente a
unos pagos fijos: amortizar las obligaciones emitidas y pagar 
los intereses al final del periodo, existe la posibilidad de
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que la empresa sea insolvente en el caso en que:
X  <  £  D' (9.4)
siendo r" uno más la tasa de interés prometida a los obligado 
nistas.
En el marco de un modelo uniperíódico, como Ó3te, no 
se suele distinguir entre quiebra o bancarrota e insolvencia. 
En.un modelo multiperíodo, sí que habría que distinguir entre 
ambas situaciones,ya qua en- el caso de producirse la insolvencia, 
siempre sería posible diferir los pagos por intereses a costa, 
claro está, de un mayor tipo de interés.
Al contemplar explícitamente la posibilidad de in - 
solvencia de la firma endeudada, hay que introducir una nueva 
variable que no aparece en los planteamientos clásicos: Los - 
costes de quiebra. Bichos costes de quiebra han sido analiza­
dos, entre otros autores, por Baxter, Van Horne y Kim (26). - 
Kim distingue en ellos tres componentes (27);
a) En el caso de que la quiebra tome la forma de 1¿ 
quidación, los costes que se derivan de la venta de los acti­
vos a precios de "miseria” debido a que los mercados secunda­
rios de los activos físicos son imperfectos, o bien, en el ca 
so de que la situación de insolvencia tome la forma de una - 
simple reorganización de la empresa, los costes que Baxter —  
llama "cpstes indirectos” y que comprenden, entre otros, la - 
reducción de las ventas a los clientes debido a la desconfian 
za de éstos hacia la empresa, dificultad para obtener crédi­
tos, costes de producción mál altos debido a la reorganiza- -
48?
ci<5n, el tiempo que pierden los ejecutivos en el proceso de -
reorganización, etc.
b) Los gastos administrativos de la quiebra debidos 
a los pagos a abogados, administradores, subastadores, árbi—  
tros, contables, etc. Este segundo tipo de costes recibe la
máxima prioridad en el procedimiento de quiebra.
c) El tercer tipo de costes se deriva de las leyes 
fiscales norteamericanas y no parece tener un homólogo claro 
en el caso español. Este tercer tipo de costes se refiere a -
los créditos de impuestos a los cuales la empresa hubiese te­
nido derecho en el caso de no haber quebrado.
Por tanto, si se reconoce que existe una probabili­
dad no nula de que la empresa endeudada sea insolvente o quie
bre al final del período (produciéndose este hecho cuando -
X <  rD) , el rendimiento que espera obtener un obligacionista
(28), es una variable aleatoria que se define de la siguiente 
manera:
í  r si X  ^  rD
r =  j ^ o l  s i ^ < Í D  (9.5)
siendo G la variable aleatoria que representa los costes de - 
quiebra (29).
Los costes de quiebra a su vez se definen del si­
guiente modo:
si X ^ r D  
si X C r D
(9.6)
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donde C(X) e3 una función directa de X, pero sin llegar a su- 
' 1 '—1
perar a X: C(X) X , ya que los obligacionistas tienen una -
responsabilidad limitada y, en ningdn caso, se puede producir 
%
un rendimiento negativo.
De todo lo dicho hasta ahora, se desprende que el
rendimiento aleatorio que espera obtener el accionista, luego
de devolver el principal y pagar los intereses a los obliga - 
cionistas y de satisfacer los impuestos al Gobierno, expresa­
do en términos de uno más el rendimiento obtenido sobre cada 
unidad monetaria invertida en acciones de la empresa B,- será 
(30) s
_  X - (X-A-D-(r-1)D)t - rD - (l-t)?'
Rb  =
SB
_  (1-t) (X - rD) - (1-t) C + At
Rb = ---------------------------------------  (9 .7 )
SB
Es decir, que al ingreso que resulta luego de pagar 
a todos los factores productivos que no sean factores de capi 
tal, X, hay que restarle el impuesto sobre sociedades que se 
aplica a X de la que se ha deducido previamente: el pago del 
principal y I03 intereses de la deuda, la amortización A y -
e
los posibles costes de quiebra. Y de la cantidad resultante - 
hay que descontar el pago de la deuda y sus correspondientes 
intereses así como los costes de quiebra con el fin de hallar 
* el rendimiento en términos absolutos que les corresponde a - 
los accionistas. Rendimiento absoluto que al dividirlo por Sg 
nos da el rendimiento relativo de las acciones de la empresa 
B.
8/;
9*5. Valor de la Empresa
En el capítulo IV vimos que la relación de equili^ - 
brio entre la rentabilidad y el riesgo de los activos arries­
gados era según el CAPM standard:
\ 'Ht
' cov(R1 (Rm) (9.8)
donde \  = (E(Rjj) - R ^ ) / ( R ™ )  63 lo que impropiamente se
llama precio de mercado del riesgo. Esta ecuación también es 
válida cuando los rendimientos están expresados en términos - 
de uno más el tanto por ciento correspondiente, ya que:
^  E ( l * £ r ) - -  ( 1 « L , )  ^  _
l( 1+R¿) = ( 1 % )  4.  ér^T—  . o o v d ^ , 1 ^ )
cr U4-Rjj)
' 1 4 -  E(%) - 1 - Rf ^  ^
HE(Ri) = 14-Rf 4- -------- — ------ —  . cov(Ri ,RM )
■ cr2(%) '
t ‘— ' \ E(Rij) — Rf. i'-. \ aefr ^  _— ,
E (R .) = Rf + ------------ ' ootÍRí^) = Rf 4- X  covíR^RjP
cr (Rm )
(9.9)
Además, Kim (31) ha demostrado que (9.8) sigue sien 
do la relación que se cumple entre la rentabilidad y el ries- 
go de los activos financieros en el caso de que tanto como 
Rj^  se definan como rendimientos después de descontar los cos­
tes de quiebra. Por lo tanto, aplicando (9.8) a los rendimien 
tos de las acciones de las firmas A y B, se obtiene (32):
Para la firma A: *
(1-t) E(X) 4- At (1-t)
= Rf + A  -------  cov(X,RM ) (9.10)
SA SA
(1-t) E(X) 4- At = Rj Sa  4- A  (1-t) cov(X,R^) (9.11)
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Para la firma B :
(1-t) E(X) - (1-t) DE(r) - (1-t) E(C) 4- At
** (1-t)
X
*B
cov(X,R^)
** (l-t)D
-g—  cov(r,EM )
\** (1-t) ^
- A — g—  c o vCCjR^ j)
B
(9.12)
(1 — t)E(X) 4- At = 4- \  (l~t) cov(X,R^) 4-
E(C) - V4- (1-t)D E(r) -X* oov(r',-R,,) 4 (1-t)
, <%/ o/
oov(‘C,Rm)31' 
(9.13)
Igualando (9.11) y (9.13)* recordando que las obli- 
gaciones, al ser un activo arriesgado, también cumplen la re­
lación (9.8) y simplificando, se obtiene:
RfSA 4-
Y**
A  d-t)
\x*
cov(X,KM ) = RjSg 4-A  (1-t)oov(X,RM ) 4-
4- (1-t) DRj 4- (1-t) E(C) - \*%ov(C,R¡¡j)J
E(C)-A c o v ( C , % )RfSA = 4- ERf - DtRf 4- (1-t)
. \  ^  t ^  <— 1 .
E(C) - A  oov(C*Rlvr) 
SA = (SJ4-D) - Dt 4- (1-t) ---
R,
(9.14)
Asimismo, teniendo en cuenta (9.1) y (9.3) y deno-
tando por:
V(c) =
E(c) - X cov(C,Rm )
(9.15)
R,
el valor actual ajustado al riesgo de los costes de quiebra - 
(33), la expresión (9.14) puede finalmente ponerse del siguiai 
te mqdo:
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VB = VA 4- tD - O-t)'V(C) (9.16)
Esta ecuación (9.16) constituye la alternativa a la 
Proposición I de M-M en una situación con impuesto sobre so­
ciedades y con probabilidad de insolvencia en las empresas* - 
De modo que, en dicho contexto, el valor de mercado de una 
firma endeudada es igual al valor de mercado de una firma que 
no tenga deudas, y a su vez posea una composición del activo 
idéntica a la de la firma con deudas, más el tipo impositivo 
del impuesto sobre sociedades por el valor actual de la deuda 
menos la fracción (1-t) del valor actual de los costes de 
quiebra.
En (9*16) se observan perfectamente los efectos con 
trapuestos de los impuestos y los costes de quiebra. Cuanto - 
más se endeuda la empresa, mayor es el valor de como conse 
cuencia del ahorro de impuestos,' pero también mayor es la pr£ 
habilidad de quiebra y, en consecuencia,- mayor será V(S), 
con lo cual el valor de VB disminuirá. La estructura financie 
ra óptima será aquella en que ambos efectos contrapuestos que 
den convenientemente compensados (34).
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9»6. Las Proposiciones I y II de M-M sin Impuesto 
sobre Sociedades
Si suponemos que no existen impuestos ni costes'de
quiebra:
t=0 (9.17)
V(C)=0 (9.18)
entonces (9.16) se reduce a (35):
\ = \ (9.19)
La expresión (9.19) constituye la I Proposición de 
M-M sin impuesto sobre sociedades y asegura que el valor de - 
una firma es invariante con respecto a su estructura financie 
ra; de forma que dicho valor únicamente depende de la capaci­
dad de los activos de la empresa para generar renta* Así, si
llevamos (9.17) y (9.18) a las expresiones (9.2) y (9.7) co­
rrespondientes a los rendimientos de las firmas A y B, se tie 
ne:
^ x
Ra = — - (9.20)
SA
^  x'-rB
Rb = ----------------------  (9.21)
%
Pero como se supone, según (9*l8)>que no existe po­
sibilidad de quiebra, el rendimiento de las obligaciones se - 
puede considerar que ya no es una variable aleatoria r', sino 
la tasa de interés libre de riesgo Rf (expresada en términos 
de uno más el tipo de interés del activo libre de riesgo), - 
por lo que (9.21) puede expresarse como sigue, una vez aplica 
do el operador esperanza matemática en ambos miembros:
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E(X) - Rf
E(Rb ) = --------- —  (9.22)
SB
La expresión (9.20), a su vez, se puede poner de la 
siguiente manera:
X
SA = VA = (9-23>
A
y tomando esperanzas en (9.23), se llega a que:
E(X)
VA = — —  (9.24)
A e(ra)
con lo cual (9.19) puede expresarse como:
E(X)
VB * \  = " 7 ~ T  <9-25>e(ra)
En resumen, según (9.25) el valor de una empresa - 
únicamente depende de la capacidad de sus activos para gene - 
rar renta, pudiéndose expresar dicho valor "como la capitali­
zación del retorno esperado a la tasa apropiada de una firma 
que no tiene deudas en su estructura de capital1' (36).
Para deducir la II Proposición de M-M vamos a tener 
en cuenta la opinión de Suárez, opinión que compartimos plena 
mente, referente a que la II Proposición de M-M no es nueva - 
ni distinta de la Proposición I, sino que es un corolario o - 
consecuencia de la primera Proposición (37).
Así, de acuerdo con la primera Proposición de M-M, 
reflejada en la ecuación (9.25)» y teniendo en cuenta (9.3), 
se puede llegar a que:
E(X) = Vb .E(H^) = (Sb 4-D) E(R^) (9.26)
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Si ahora llevamos (9.26) a (9.22), finalmente se obtiene:
E(X) - R fB
E(Rb ) =
E(&) =
h
(Sg-t-D) E(R^) - RfB
B ' Sb
E(%) = (1 4-D/S£ ) E(E¡_) - Rf B/Sg
E(Rg) = E(R^) 4- (E(R^)-Rf ) B/Sg (9.27)
La expresión (9.27) (38) es la II Proposición de M-M 
(1958), según la cual el rendimiento esperado de las acciones 
de una empresa endeudada es una función lineal del ratio de - 
endeudamiento o "leverage” financiero.
9.7. Las Proposiciones I y II de M-M con Impuesto 
sobre Sociedades
Siguiendo un razonamiento paralelo al efectuado pa­
ra demostrar las Proposiciones I y II de M-M (1958), se puede 
asimismo llegar a las Proposiciones I y II de M-M en un mundo 
con impuestos (1963). Para ello, no hay más que particular^ - 
zar la ecuación (9.16) para el caso en que no existen coates 
de quiebra. De modo que si tenemos en cuenta (9.18), la expre 
sión (9.16) queda como sigue:
VB = VA 4- tD (9.28)
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con lo cual se obtiene directamente la Proposición I de M-M' 
con impuesto sobre sociedades.•Picha proposición nos dice - 
que el valor de una empresa con deudas en su estructura de - 
capital es igual al valor de mercado de una firma equivalen­
te que no tuviese deudas, más el tipo impositivo del impues­
to sobre sociedades multiplicado por el valor de la deuda.
Pe modo que si se tiene en cuenta la existencia del impuesto 
sobre sociedades, el valor de una firma ya no es independien 
te de su estructura financiera, sino que por el contrario a 
la firma le interesa endeudarse todo lo que le sea posible, 
pudiéndose llegar al caso extremo de que dicha estructura - 
financiera esté compuesta exclusivamente por obligaciones y 
que el ratio de endeudamiento (P/V), en consecuencia, sea - 
del 100%.
Este efecto se produce.porque los intereses de las 
obligaciones son deducibles del impuesto sobre sociedades, - 
con lo cual al aumentar la deuda, disminuye la parte de X  - 
que va a parar a manos del Gobierno y, por consiguiente, au­
menta el rendimiento residual de las acciones (39)*
Al igual que antes, en un mundo con impuestos, si
se cumple la I Proposición de M-M, también se cumple la II, 
ya que ésta se deduce de la primera, tal como vamos a demos­
trar a continuación.
Las expresiones de los rendimientos de una firma - 
sin deuda y con deuda: (9.2) y (9.7) teniendo en cuenta (9.18) 
es decir, en el oaso de que no existaacostes de quiebra, son 
(40):
Si ahora definimos X^ como el ingreso que obtiene 
la firma endeudada B después de impuestos, pero antes de de­
volver el principal y pagar los intereses, esto es:
/N/ rv
X t = X - (X - A - Rf H) t = X( 1-t) 4- At 4- RfDt =
= X(l-t) 4-At4-Rf D t 4 - R f D - R f D =
= (X-RfD) (1-t) 4- At 4- Rf D (9-31)
entonces (9.30) también puede expresarse.de la siguiente mane 
ra:
^  (1-t) (X-RfD) 4- At Xl - IL.D
R = -------------í----;----  = —I i _  (9.32)
V  ^
Tomando esperanzas matemáticas en (9.29) y operando
se tiene:
(1-t) E(X) 4- At
B(Ha) =
(1-t) E(X) 4- At
SA = VA “ ---------- 7 ^ ---- (9*33)& A e(ra )
y llevando el valor de V. dado por (9.33) a la I Proposición 
de M-M con impuestos, esto es, a (9.28), se tiene:
Por otra parte, tomando esperanzas matemáticas en 
(9*30) y recordando (9.34) y (9.3)> tenemos:
^  (1-t) E(X) - (1-t) RfD 4- At
E(Rb )  ----------------------    =
h
VB E(R¡_) - tD E(RA ) - (1-t) RjK
SB
= E(Ra ) 4- E(R^) - t - 2-  E(R^) - (14-t) Rf =
^  SB
, ~  (1-t) D
= E(Ra ) 4- (2(RA ) - R f ) ---------  (9.35)
SB
Aplicando el operador esperanza matemática a (9.32); 
E(Rb ) también puede expresarse como:
^  E(Xj - R-D
E(R ) =  i (9.36)
%
y llevando (9.36) a (9.35) y operando, s.e obtiene:
E(Xt) - R fB (1-t) D
= E(Ra ) + (E(Ra ) - Rf)
Sb “ Sj
E(Xt) - R|.D = E(R^)Sb 4- (E(R^)-Rf) (D - tD)
E(Xt) = RfD4-E(^)3B 4-E(R^)D-E(RptD- RjD 4- R¿Dt
E(Xt) = E(R¡) (Sg4-D) - (E(R¡)-Rf)Dt (9.37)
Finalmente, dividiendo por V-g y teniendo presente (9.3) se ■ 
llega a q.ue (41):
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La ecuación (9*38) es la Proposición II de M-M - 
(1963) (42) donde el primer miembro, que es el coste de capi­
tal después de los impuestos, es una función inversa del ra- 
tio de endeudamiento (que ahora está expresado por D/V-g) pon­
derado por el tipo impositivo del impuesto sobre sociedades; 
por lo que la influencia del ratio de endeudamiento en el eos 
te del capital, en un mundo con impuestos, segdn M-M (43),
”es considerablemente más pequeña que en la ingenua versión - 
tradicional11, donde no se produce la ponderación por el coefi 
ciente t (44)*
9.8, Capacidad de Endeudamiento de la Empresa
En un mundo con impuestos, segán la Proposición I 
de M-M, a la empresa le conviene endeudarse tanto como le - 
sea posible. Sin embargo, como ya hemos comentado con ante­
rioridad, las empresas no mantienen estructuras financieras - 
altamente endeudadas, entre otras razones, porque existe una 
capacidad de endeudamiento de la firma que ésta no puede so­
brepasar.
Lonaldson (45) define la capacidad de endeudamiento 
como el -punto donde la probabilidad de que existan problemas 
se vuelve inaceptablemente alta, pero no define posteriormen­
te que entiende él por problemas.
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En cambio, Myers (46) supon© que no es la empresa - 
la que se fija el límite, 3Íno. que la capacidad de endeuda- - 
miento le viene dada por el mercado exógenamente. Jaffee (47) 
ha demostrado que incluso aunque los prestamistas sean indife 
rentes al riesgo, desde el momento en que cuando se produce - 
la quiebra se incurre en unos costes que reciben la máxima - 
prioridad;para los prestamistas es conveniente limitar el 
crédito que van a proporcionar a una empresa. Por tanto, "la 
existencia de una cantidad máxima de crédito que los presta - 
mistas están dispuestos a dar a la empresa proporciona una de 
f inició n natural de la capacidad de deuda" (48).
Por último, para Kim (49) "la capacidad de deuda se 
define como la cantidad máxima que una firma con unas inver - 
siones dadas puede pedir prestado en un mercado de capitales 
perfecto".
Para la empresa únicamente existirá una estructura 
financiera óptima en el caso de que la cantidad de deuda dpt¿ 
ma, para la cual el valor de la empresa es máximo (50), se al 
canee antes de llegar a la capacidad de endeudamiento (51). 
Asimismo, es necesario que la capacidad de endeudamiento se - 
produzca antes de que la posibilidad de quiebra o insolvencia 
se convierta en cierta. Naturalmente, para que el concepto de 
capacidad de endeudamiento tenga sentido es necesario que es­
ta cantidad máxima de crédito, que los prestamistas están di£ 
puestos a dar a la empresa, se alcance antes de que el ratio 
de endeudamiento (D/V) sea igual al 100^.
Vamos a denotar por P la capacidad de endeudamiento
de la firma. En un mercado de capitales perfecto, siempre que 
la empresa no haya alcanzado adn su capacidad de endeudamien­
to, es posible conseguir crédito adicional prometiendo pagar 
a los prestamistas los intereses y el principal al final ' del 
período.
Una vez que se ha alcanzado la capacidad de endeuda 
miento, ya no es posible, por definición, pedir prestado can­
tidades adicionales con independencia de lo que se prometa pg. 
gar por ello. En términos matemáticos:
d D
------ y O para r D C r D  (9.35)
d r D
d D
 -  ~ O para rI) = r B • (9.40)
d r D
Vamos a demostrar, siguiendo a Kim (52), que en el 
caso de que existan costes de quiebra, la capacidad de endeu- 
(kmiento se alcanza antes de que la quiebra o insolvencia sea 
cierta, aun suponiendo un mundo en el que exista una actitud 
de neutralidad ante el riesgo; con lo cual quedará claro que 
no es la aversión al riesgo la causa de que exista una capaci 
dad de endeudamiento.
Como vimos en el capítulo I, un individuo con indi­
ferencia ante el riesgo únicamente tiene en cuenta el primer 
momento de la función de distribución, por lo que el valor ac¡ 
tual de mercado de la deuda en esta situación es simplemente 
el valor que los obligacionistas esperan recibir a fin de pe­
ríodo descontado a la tasa libre de riesgo:
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El valor esperado por los obligacionistas es igual 
a la cantidad que van a recibir, en caso de que no se produe- 
ca la quiebra, multiplicado por la probabilidad de que la 
quiebra no se dé, más la cantidad que van a recibir si se pro 
duce la quiebra por la probabilidad de que la quiebra se pro­
duzca. Por tanto, el valor actual de la deuda (9.41) teniendo
en cuenta (9.5) y (9.6) se puede expresar del siguiente modo:
4-J ^  X f(X) dX - I C(X) f(X) dX
D =— -----1=-- — ^ -------------- (9.42)
? D [í-F(rD)
Rf 
donde:
■~~y
f(X) es la función de densidad de la variable aleatoria X 
í - i
E(r*D) = i f(x) dx^ es la probabilidad de que la quiebra 
J- «o
se produzca al final del período.
Si existe una capacidad de deuda, entonces D debe -
A 2 A 2
alcanzar un máximo relativo, esto es dD/drD = 0 y d D/d(rD) <
< O . Calculemos pues, en primer lugar, la derivada de D con -
respecto a rD (53):
r  A “ l dp (£d ) ^  ,
 --- = ( 1 -F(rD) - rD --------  4- rD f(ÍD) - C($D) f(rD)yR.
d $ D  L J d $ D 1
= ( [i -F(rD)] - rD f(rD) 4- rD f(rD) - C(rD) f(rD))/Rf
d r D
dD íl - F(rD)l - C(rD) f(rD)
= _ k ------- =>------------------ (9.43)
d r D • Rf
Por tanto, un cambio en rD tiene dos efectos sobre 
el valor actual de la deuda (D), uno-positivo y otro negativo:
1) Al incrementar rD, se incrementa P(rD) y, por tan
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to, 1-F(rD) disminuye, con lo cualD también disminuye.
2) Al incrementar rD, 0(rD) también se incrementa, 
ya que C(rD) es una función directa de rD (tal como vimos con 
anterioridad), y como f(rD) siempre es positiva, resulta fi­
nalmente que D aumenta (54).
A continuación demostraremos que si X* está distri -
buida normalmente, entonces se iguala con C(rD)f(rD)1 - F(rD)
antes de que la probabilidad de quiebra sea uno (antes de que 
la quiebra sea cierta). Es decir, que existe un valor'de r D  
para el cual: dD/drD = 0 y F(rD)<1.
Para un rD muy pequeño segdn se desprende de (9-43)» 
se tiene que:
dD 1
d r D Rf
> 0  (9.44)
Si llegamos a demostrar que dD/drD<0, para un rD 
grande pero finito, entonces está claro que debe haber un rD 
que vamos a denotar por r D  , tal que dD/dÍD = 0. Veámoslo.
Cuando rD aumenta ya hemos visto que C(?D) también 
aumenta y al mismo tiempo, cr (X)/(rD-E(X)) debe disminuir, 
ya que E(X) y cr (X) son constantes. De modo que:
2 ^
c(rD) >  —  para un rD lo suficiente (9*45)
rD-E(X) mente grande.
Una propiedad de las funciones de distribución nor­
males es que:
2 ^  i— — -
— i— i;—  f (rD) >  1 -P(rD) para rD > E(X) (9.46)
rD-E(X) L J
por lo que debe existir un rD grande y finito para el cual
cr (x) .
C(rD) f(rD) >  —  f(rD) >
........  rD - E(X) . -
C(rD) f(rD) >  rl-E^rD)
1 - P(rD)
(9.47)
de modo que (9*43) tomará un valor negativo, esto es:
d D
d r D
< 0 (9.48)
como queríamos demostrar.
Queda, por probar que la condición de segundo orden
2 a 2
d D/d(rD) <  0, también se satisface en el punto en que 
rD = rD, pero con el fin de no recargar excesivamente la exp£ 
sición, remitimos al lector interesado ai artículo de Kim —  
(1978).
Por tanto, ya hemos demostrado que se llega a la ca 
pacidad de endeudamiento D antes de que la quiebra se haga - 
cierta, esto es, antes de que F (rD) = 1, así que siempre - 
existirá alguna posibilidad de que X >rD.
Ahora nos queda por ver que la capacidad de endeuda 
miento se alcanza antes de que D/V-g = 1. Es decir, antes de 
que la firma esté financiada ánica y exclusivamente por deuda.
La ecuación del rendimiento de las acciones de una 
firma endeudada, segón la nota a pie de página 30, podría ex­
presarse como sigue:
r  ^  .
4 9í>
Do tal forma que si exi3te alguna probabilidad de 
que X > rD (como efectivamente ocurre), entonces S-g será posi­
tivo, de manera que cuando D alcance el valor 15, el valor de
la firma (Yg = Sg 4- D) será también positivo y por tanto:
D
VB
<  1 (9.49)
tal como queríamos demostrar.
9.9. La Estructura Financiera Optima de la Empresa
La estructura financiera óptima de la empresa se al 
canza en aquel valor de rD que haga que. el valor de la misma 
alcance un máximo, esto es, para aquel valor de rD tal que:
d V-n d B d V( C)
= t — —  - (1-t)     = 0 (9.50)
d rD d r D d r D
Segán se desprende de la expresión (9.50), un cam­
bio en r D tiene dos efectos sobre el valor de la firma, uno 
positivo y el otro negativo. "Por una parte, un aumento en rD 
significa un incremento en el valor actual de los ahorros de 
impuestos (PVTS). Por otra parte, significa un incremento en - 
el valor actual de los costes de'quiebra (PVBC)M (55).
Para probar si efectivamente existe un valor de rD
/v
tal que la derivada del valor de la empresa con respecto a rD
5(M>
se iguale a cero, vamos a ver el signo que toma dicha deriva­
da en dos valores distintos derD. Por un lado, un valor de rD 
que se aproxime al mínimo valor posible que puede alcanzar X 
y, por otro lado, un valor de rD igual a rD. De forma que' si 
logramos demostrar que la derivada expresada por (9.50) pasa 
de un valor positivo a otro negativo, entonces está claro que 
la función del valor de la empresa es una curva convexa hacia 
el eje de ordenadas que alcanza un máximo relativo en algón - 
punto intermedio entre los dos valores extremos que vamos a - 
estudiar.
Cuando rD está lo suficientemente próximo al mínimo 
valor posible que pueda tomar X, ya vimos anteriormente que:
dD 1
d ?  2 Rj
(9.51)
Asimismo, un valor pequeño de rD implica una probabilidad ba­
ja de quiebra, con lo cual:
d V(cf)
d r D
0 (9.52)
Por tanto, teniendo en cuenta (9.51) y (9.52), al - 
analizar (9.50), se desprende que para este primer valor de
A
rD estudiado, dV-g/drD será estrictamente positiva.
Cuando rD toma un valor igual a rD, es decir, cuan­
do el endeudamiento alcanza el límite señalado pqx-la__capaci-
w  rí¿í¡
dad de deuda de la empresa, segán demostra^^^áH'tes:
BIBLIOTECA
= 0 ,i o(^'
d r D
En ese punto donde rD es igual a rD, también vimos que la
501
quiebra permanece incierta (E(rD)< 1), por lo que un aumento 
de rD por encima de rD, significa un incremento en la proba­
bilidad de quiebra y, por consiguiente, un incremento en el 
valor actual de los costes de quiebra:
d Y(Q)
d r D
> O (9.54)
En consecuencia, si analizamos el signo que toma (9.50) en —  
las proximidades de rD, teniendo presente las expresiones —
rB(9.53) y (9.54) j se deduce que dV-p/drD será estrictamente ne­
gativa.
Por lo tanto, debe haber algún valor intermedio de 
rD (llamémosle rD*) para el cual dV-g/drD .sea igual a cero y, 
en consecuencia, Vg alcance eu máximo: V-g . Además, dado que 
dV-g/drD es estrictamente negativa cuando rD toma el valor rD, 
está claro que:
í í  (9.55)
De esta forma, se ha demostrado que existe una cantidad ópti­
ma de deuda (D*) que maximiza el valor de la empresa y que da 
lugar a una estructura financiera óptima; cumpliéndose además 
que el valor D se alcanza antes de llegar al límite señala­
do por la capacidad de endeudamiento de la empresa (56). Esa 
estructura financiera óptima, según (9.50), viene dada por el 
valor de rD para el cual:
d D . d V(0)
= (1-t) ------  (9.56)
d r D  d r D
La expresión (9.56) se puede cumplir cuando ambos .- 
miembros son cero en el caso de que la quiebra sea cierta. Pe
ro no es ésta la situación aquí vista, ya que la capacidad de 
endeudamiento se alcanza antes- de que la quiebra sea cierta y 
además, la estructura óptima de capital, segán (9.55) implica 
un endeudamiento menor que el límite señalado por la capaci - 
dad de endeudamiento (57).
9.1Q. Las Decisiones de Inversión y el CAPM
En primer lugar, conviene advertir que el CAPM, en 
su versión standard, es un modelo uniperíodo, mientras que - 
los proyectos de inversión de las empresas se deben estudiar 
y analizar en una estructura multiperíodo, con lo cual se pr£ 
duce una serie de dificultades al intentar aplicar el CAPM en 
la selección de inversiones, siendo necesario tener que formu 
lar unos supuestos restrictivos para resolver estas dificulta 
des.
Por otra parte, hay que recordar que'en los epígra­
fes siguientes también se considerará a la empresa como un a£ 
tivo arriesgado caracterizado por los dos primeros momentos - 
de la función de distribución de sus rendimientos.
Por lo tanto, antes de entrar en el análisis de las 
decisiones de inversión, vamos a aclarar algunas cuestiones - 
referentes a las características que deben tener los flujos - 
de fondos de los proyectos de inversión para poder aplicar c£
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rrectamente el modelo CAPM.
En la nota a pie de página 33 hemos visto como el - 
valor que asigna el CAPM a un activo que genera una renta X, 
es:
E(X) - X oov(X,Hm)
V = --------------------- —  (9.57)
Si ahora sumamos A  cov(X,R^) en el numerador y denominador 
del segundo miembro de(9.57), dicho valor V también puede ex­
presarse como sigue:
E(X)
v = -------T T J--- 7 ^ —  (9.58)
Bf 4- X  cov(X,RM )
En (9.57) lo que se hace es descontar el equivalen­
te cierto de la renta esperada del activo a la tasa libre de 
riesgo. Mientras que en (9.58) se aplica al ingreso esperado 
del activo una tasa de descuento ajustada al riesgo del menciq 
nado activo.
La variable aleatoria X puede ser interpretada de - 
dos formas:
1) Como una renta perpetua; en cuyo caso K . = X/V de
J
be ser considerado como el rendimiento aleatorio del activo j 
expresado en términos de tanto por ciento.
2) Como el precio futuro del activo j. En este caso, 
R_j es equivalente a uno más la tasa de rendimiento del activo
3 •
Esta aclaración previa es necesaria porque lo3 pro­
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blemas de presupuesto de capital, de los cuales nos vamos a - 
ocupar a continuación, normalmente están planteados en un con 
texto multiperíodo, con lo cual al aplicar el modelo uniperÍ£ 
do CAPM, tropezaremos con fuertes limitaciones. Así, en opi­
nión de Rubinstein (58): Mel modelo.es incapaz de valorar co- 
.rrientes de ingresos en el tiempo irregulares o no perpetuas 
y, por tanto, no ha sido rigurosamente aplicado en el análi - 
sis de la política de dividendos y los proyectos de presupues 
to de capital con ingresos multiperíodo. Solamente si las fir 
mas pueden en alguna forma estimar la distribución de probabi 
lidad del valor de mercado de un proyecto al final del primer 
período (sin conocer les futuras tasas de descuento) y venden 
el proyecto en este preciso momento y no se producen pérdidas 
de sinergia el modelo media-varianza será apropiado"•
Para poder analizar las decisiones de inversión en
el marco del CAPM, vamos a suponer una empresa que está total
mente financiada con acciones (59) y que se plantea la cues -
tión de si debe aceptar o no un proyecto de inversión cuyo
coste es y que promete un rendimiento absoluto en pesetas
de X? al final del primer período. En base a lo que acabamos 
J
de mencionar, el rendimiento del proyecto será-(60):
Xo
TS = - J -  ( 9 .5 9 )
J v
&
Por otra parte, el ingreso operativo neto de la em­
presa j, antes de plantearse la decisión de inversión, es la
variable aleatoria X-, de modo que el rendimiento que esperan
J
obtener los accionistas de la misma, en un mundo sin impues - 
to3 ni costes de quiebra, puede expresarse por (61):
50^ >
X
R/, =  Í—  (9.60)
«J V
á1
donde
VÓ1 = nóp ji (9‘61)
es el valor de la empresa j al principio del período. Valor - 
que es igual al número de acciones (n^) multiplicado por el
«J
precio de las mismas en ese instante (Pi1),
ti *
En un mercado de capitales en equilibrio, el rendi­
miento de las acciones de la empresa j debe cumplir la reía - 
ción dada por la SI*IL, esto es;
E ^ )  = Rf 4- X  cov(Rá,RM ) (9.62)
de forma que llevando (9.60) a (.9.62) y teniendo en cuenta - 
(9.61), se tiene:
<v/
, x . \ ** X . ^
E(— 1M  = Rf 4- A cov(— i— ,Rm)
Vá1 VÓ1 '
E(X.) = Rf n^ P 31 4- A  cov(X3 ,Rm ) (9.63)
Si ahora denotamos por:
n^ : el número de acciones que es- necesario emitir con el
i)
fin de financiar el nuevo proyecto de inversión.
P*.- : el precio de las acciones de la firma j luego de ace£ 
J *
tar el nuevo proyecto de inversión.
el rendimiento de la empresa j, luego de tomar su decisión de 
inversión y aceptar llevar a cabo el nuevo proyecto de inver­
sión, será:
con lo cual, llevando (9*64) a (9.62) y luego de operar, teñe 
moa que:
•r'“/ '—'o r-—' /—'p.
X, 4- X° \«* X. 4- Xo, ^
■ e(7  ' j 0\ > = Rf + X  oov(-— , Ry,)
■(n3 + nS)P3i (V n¿)Pdl
E ( X ^ X ° )  = R^n. + n p P ^  4- \**oov(X.j 4- X° , RM ) (9.65)
Finalmente, si restamos (9.63) a (9.65), se obtiene 
lo que Rubinstein (62) llama ucriterio de expansión del acti­
vo” y que no es más que la regla'para aceptar o rechazar un 
proyecto de inversión:
■ _ Y** /v/
B(X°) = Rj.nj + Rf n° 4- \  oov(Z°,Ifc) (9.66)
y teniendo en cuenta que según la definición de y P L :
J «j *
v di = ná p ji (9-67)
así como la expresión (9.59), puede por último expresarse (9. 
66) como sigue:
R p n . (P.. -P*.-) = V° i 3 v 31 31 31 Rf 4- X  ooy(R^ ,Rm ) - E(R°) (9.68)
Como R^, n^ y son por definición constantes posi 
tivas, de (9.68) se sigue que para que el valor de las accio­
nes sufra un incremento luego de aceptar el proyecto de inver 
sión ó (P^-Pl-j) <  0), es necesario que:
~  \  * *  ^
E(R°) >  Rj 4- A  cov(R°,Rm ) (9*-69)
o también: ^  ^  ‘
E (Rp >  Rf 4- (E(Rm ) - Rf ) (ij (9.70)
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donde es la beta del proyecto de inversión.
Es decir, que para aceptar un proyecto de inversión
es necesario que su tasa interna de rentabilidad (63): E(í?V),
«)
supere a la tasa de descuento ajustada al riesgo del proyecto 
Rf 4- ‘cov(R°,R^), siendo esta tasa de descuento ajustada al
riesgo igual al rendimiento esperado de un activo financiero 
que tenga el mismo riesgo que el proyecto.
Gráficamente, el criterio de expansión del activo - 
de Rubinstein lleva a aceptar a aquellos proyectos'de inver - 
sión cuyo par rentabilidad-riesgo cae por encima de la SML y 
a rechazar aquellos otros que están situados por debajo de la 
misma (64):
COvl
Figura 9.1.
Co'J
Así, segdn el criterio de expansión del activo, los 
proyectos de inversión A y B son aceptablesf mientras que los 
proyectos C y D no lo son.
Si cov(R°,R^) es positiva, entonces el criterio de 
Rubinstein también puede expresarse de la siguiente manera(65)
puede interpretarse como el coste de capital para 
un riesgo standarizado aplicable para todos los proyectos de 
todas las empresas. La expresión (9.71) coincide, por' tanto, 
con el criterio propuesto por Mossin (66), pero conviene re­
saltar que Unicamente da lugar a decisiones correctas en el - 
caso en que cov(R°
Hay otro3 autores como Ramada, Stapleton, Bierman - 
y Hass, Bogue y Holl (67) que aunque proponen criterios que - 
en apariencia son distintos al aquí expuesto, Senbet y Thomp­
son demuestran que 11 todos ellos, en realidad, pueden ser redu 
cidos a un equivalente común" (68). De modo que los distintos 
modelos propuestos por estos autores para analizar las dec¿ - 
siones de presupuesto de capital en base al modelo media-va - 
rianza son equivalentes.
9.11. Análisis de la decisión de inversión
Según (9.70), dada la p>ü. del proyecto de inver- -
J
sión, la tasa de retorno requerida para dicho proyecto de in­
versión es.la misma para toda empresa que se plantee la con—  
veniencia o no de invertir en tal proyecto. "Esto no quiere - 
decir que el proyecto es igualmente valorado por todas las - 
firmas. A causa de las diferencias en habilidad, eficiencia -
50 9
administrativa, sinergia, etc*, el rendimiento esperado puede 
variar entre las firmas* Consecuentemente, el proyecto tendrá 
más valor para unas firmas que para otras. Sin embargo, el —  
standard de aceptación será el mismo para todas las firmas - 
que consideren el proyecto” (69)
Por tanto, al analizar un proyecto de inversión dni. 
camente se tiene en cuenta su riesgo sistemático y no la con- 
tribución al riesgo total de la empresa ( ¿r (Rñ)) a que da lu
J “
gar este proyecto por separado o en combinación con otros pro 
yectos. Por lo que “la primera y más importante implicación - 
es que el mercado de valores no. premia a una empresa por di­
versificar sus proyectos porque el inversor individual puede 
diversificar su propia cartera. El criterio de aceptación es­
tá basado solamente en las características rentabilidad-ries­
go relativas al mercado del proyecto individual. Esto es, si 
la teoría es correcta no tenemos que estar preocupados con la 
combinación de proyectos múltiples” (70).
En consecuencia, según el CAPM standard, en las de­
cisiones de presupuesto de capital, la empresa no debe preocu 
parse por diversificar sus proyectos de inversión, ya que el 
inversor individual puede diversificar el riesgo hasta el má­
ximo posible, eliminando todo el riesgo no sistemático, me­
diante la elección de una cartera eficiente.
Pero como bien observa Van Horne*(71)» esta conclu­
sión depende de que se cumplan en la realidad los supuestos - 
en que se basa el CAPM, principalmente el supuesto referente 
a un mercado de capitales perfecto, y el de la existencia de
51 <•
un activo libre de riesgo, a cuya tasa se puede prestar y pe­
dir prestado en cantidades ilimitadas.
Cuando estos supuestos no se cumplen, entonces el - 
inversor estará más preocupado por el riesgo total de la fir­
ma que por el riesgo sistemático, con lo cual la aplicación - 
de un modelo de selección de cartera (Markowitz) a las deci^ - 
siones de inversión es de esperar que sea más apropiada y con 
duzca a mejores resultados. Esto es, un modelo de selección - 
de inversiones que minimice la vsrianza de la suma de los va­
lores actuales netos (VAN) de varios proyectos de inversión - 
sujeto a la restricción de que se alcance un valor dado en la 
esperanza matemática de la suma de los VAN de dichos proyecí -. 
tos de inversión, así como alguna otra posible restricción de 
tipo financiero (72).
La resolución de este problema de programación cua­
drática paramétrica nos daría distintos puntos de la "fronte­
ra eficiente” de los proyectos de inversión, al hacer variar 
la esperanza matemática de la suma de los VAN de los proyec - 
tos de inversiónj y luego, mediante la toma en consideración 
de las curvas de indiferencia, se elegiría el proyecto o la - 
combinación de proyectos de inversión óptima.
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9.12. Comparación de los criterios de selección de 
inversiones MPR y TIR
Pero dejemos de lado este problema y supongamos que 
los supuestos base del CAPM se cumplen. Antes hemos visto, 
ecuación (9.71), como cuando la covarianza del rendimiento 
del proyecto con el rendimiento de la cartera de mercado era 
positiva, podía usarse A  (el precio de mercado del riesgo: 
MPR) como valor de corte para cualquier tipo de proyecto y to 
do tipo de empresa. Esta concepción del criterio de expansión 
del activo está en fuerte contradicción con el criterio tradi. 
cional, de la tasa interna de rentabilidad (TIR), donde es ne 
cesario calcular el coste medio ponderado de las fuentes de 
financiación para cada empresa en particular (73).
Según el criterio TIR, un proyecto de inversión úni 
camente debe ser aceptado si su tasa interna de rentabilidad 
supera al coste medio ponderado de capital de la empresa en - 
cuestión, esto es:
E(S) >  WAOOj (9.72)
J J
Así, tal como se observa en la Figura 9.1., los proyectos de 
inversión A y 0 deberían ser aceptados, mientras que los pro­
yectos B y D deberían ser rechazados, o lo que es lo mismo, - 
sólo se aceptan aquellas inversiones que se sitúan por encima 
de la línea horizontal con ordenada igual a‘ WACC^.
Por lo tanto, los criterios MPR y TIR entran en con 
tradicción en las zonas rayadas de la Figura 9.1. La razón por 
la cual el criterio TIR no es válido y no conduce a los mis -
mos resultados que el criterio MPR está en que no tiene en -
cuenta el riesgo del proyecto de inversión. Con lo cual, un
proyecto con E(R,) >  WACC., pero con un alto riesgo, tal como
J J
el proyecto C, es erróneamente aceptado; mientras que ocurre 
lo contrario con proyectos de inversión que tienen un riesgo 
muy bajo.
"En realidad, el criterio TIR únicamente conducirá 
a la tasa de corte correcta en proyectos de la misma "clase efe 
riesgo" que la firma; esto es, proyectos para los .cuales cov 
(R^,R-) = cov(R^,R^) donde Rj (variable aleatoria) es la tqsa 
de rendimiento que los accionistas recibirían si la firma man 
tuviese sus’inversiones existentes intactas pero alterase su 
estructura de capital con el fin de quedarse libre de deudas, 
por lo tanto, cov(R^,8^) refleja únicamente el "riesgo opera­
tivo " o "económico" de la firma a diferencia de su "riesgo - 
financiero"" (74).
A continuación vamos a demostrar como el punto de -
la Figura 9.1 indicado por el par (Y/ACG., cov(R. ,R^)) está ao
bre la SML. Si únicamente suponemos que existen acciones y - 
obligaciones como fuentes de financiación de la empresa j, la 
definición del coste medio ponderado del capital de dicha em­
presa, en un mundo sin impuestos ni costes de quiebra, es la 
siguiente (75)•
D . ^  S. E(X)
■ KACC. = Rp(— i-) 4- E(Ej(— i-) = ------  (9.73)
J V J V V
’ 3 ' ■ * ■ “ 3 3
Ahora bien, según la Proposición I de M-M (1958), -
el valor de una empresa con y sin deuda era el mismo:
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E(X) E(X)
V® ' VA E(ÍTa ) E(R*) (9-74)
r w  /s.>sr
donde R^ y R.. se corresponden con el mismo concepto (76). De 
modo que llevando (9.74) a (9.73), se tiene:
E(X) E(X) E(X) _
WACC. = --------  =       E(R ) = E(R*.)
J y . V Y «
j B A
(9.75)
En consecuencia, como Y/ACC. = E(R .) , el par
o J
(Y/ADC^, covÍR?,®^)) está situado sobre la SML tal como gráfica 
mente se indica en la Figura 9.1. Y solamente en ese punto, - 
los criterios MPR y TIR son coihcidentes en sus reglas de 
aceptar o rechazar un proyecto de inversión.
Con el criterio de expansión del activo de Rubias -
tein, se pueden analizar con facilidad los casos de proyectos
de inversión mutuamente excluyentes, situaciones de raciona - 
miento y proyectos de inversión interdependientes.
Si dos proyectos de inversión son mutuamente exclu­
yentes y están situados por encima de la SML, según se des- - 
prende de la expresión (9.68), debe elegirse aquel proyecto - 
con mayor: jjE(R^) - R^ - \^^cov(R^ ,R^) , esto es, aquel pro.
yecto cuya tasa interna de rentabilidad en exceso sobre la ta
sa de descuento ajustada al riesgo del proyecto y ponderada -
por el coste del proyecto sea mayor.
Cuando existe racionamiento de capital, previamente 
deben rechazarse, al igual que en el caso anterior, todos los 
proyectos de inversión que caen por debajo de la SML y con -
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los proyectos de inversión que quedan se forman todos los con 
juntos posibles mutuamente excluyentes que satisfagan la res­
tricción de}, presupuesto, eligiendo aquel conjunto de proyec­
tos con mayor:
tes, además de tratar los proyectos individuales por separado 
rechazando aquellos que están situados por debajo de la SML, 
hay que analizar los distintos proyectos interdependientes co 
mo si fuesen distintos proyectos individuales mutuamente ex - 
cluyentes.
Finalmente, en el caso de proyectos interdependien-
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sados en términos de uno más el tanto por ciento corres­
pondiente del rendimiento,
(76) Rubinstein denota por R i el rendimiento de la firma j si
tiene deudas en su estructura de capital y por R.* el ren
J
dimiento de la misma firma j en el caso de que esté total
mente financiada por capital propio. Igualmente, usa las
variables V. y V. con el mismo significado que nuestras 
«J J
Vr y VA del epígrafe anterior.
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C O N C L U S I O N E S
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Nuestro trabajo tiene un contenido eminentemente 
teórico, a pesar de que contenga dos anexos de tipo empíri­
co* Por ello, las conclusiones de este estudio consisten, - 
en su mayoría, en un compendio de los principales resulta - 
dos teóricos que se han ido demostrando a lo largo de los 
capítulos precedentes. Hay que advertir, no obstante, que - 
éstos y otros resultados se comentan con mayor extensión y 
profundidad en sus respectivos capítulos.
Aunque parece estar claro, intuitivamente, que el 
inversor prefiere más dinero a menos y que, por tanto, su - 
función de utilidad debe^de ser creciente, hemos formaliza­
do esta idea demostrando cómo, a partir de unos axiomas de 
racionalidad del inversor, es posible deducir eí teorema de 
la utilidad esperada, en virtud del cual, todo individuo ra 
ciónal intenta maximizar su utilidad esperada. Igualmente, 
se ha demostrado que un inversor que se guía por el teorema 
de la utilidad esperada, tiene úna función de utilidad cre­
ciente.
La forma concreta que toma la función de utilidad: 
una curva convexa, una línea recta o una curva cóncava, de­
pende de la actitud hacia el riesgo del inversor: aversión - 
al riesgo, indiferencia al riesgo o preferencia por el ries­
go. Un individuo puede tener una función de utilidad que pre 
sente esas tres formas, dependiendo de la cantidad de dinero 
que se halle en juego. Debido a las características de las -
inversiones, en el mundo de los negocios y las finanzas, es - 
normal suponer que el inversor tiene aversión al riesgo.
' Es posible expresar la utilidad esperada en fun- - 
ción de los dos primeros momentos de la función de distribu­
ción de los rendimientos, bien suponiendo que la función de 
utilidad es cuadrática o bien a partir de la hipótesis de - 
que los rendimientos de los títulos siguen una distribución 
normal. Pensamos que el segundo camino es más correcto, ya - 
que se puede comprobar más fácilmente si efectivamente este 
supuesto se cumple en la práctica; además, una función de - 
utilidad cuadrática no conduce a conclusiones válidas en —  
cierto intervalo del eje de abscisas.
A partir del supuesto de normalidad de los rend¿ - 
mientos de los títulos juntamente con el supuesto de aver- - 
sión al riesgo del inversor, se puede probar, de forma rigu­
rosa, el aserto de que el individuo "ama" el rendimiento y - 
"odia" el riesgo, así como que las curvas de indiferencia - 
son crecientes y estrictamente cóncavas hacia el eje de ord^e 
nadas.
La selección de la cartera óptima puede hacerse di. 
rectamente, con un sólo paso, mediante la aplicación del en­
foque teórico de las decisiones de consumo-inversión, maximi. 
zando la función de la utilidad esperada del inversor. Esta 
aproximación es la más general porque tiene en cuenta la in­
terdependencia de las decisiones de consumo e inversión, aun 
que es poco cperativa, puesto que obliga a hacer explícita el 
tipo de función de utilidad del inversor.
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A idénticos resultados se puede llegar mediante la 
determinación en primer lugar de la frontera eficiente, aña­
diendo luego' el mapa de curvas de indiferencia del inversor 
%
y seleccionando finalmente aquella cartera de valores que se 
encuentra situada en el punto de tangencia entre la frontera 
eficiente y la curva de indiferencia de mayor nivel de utill. 
dad esperada*
Cuando se considera únicamente el caso de n activos 
arriesgados, se demuestra que la frontera eficiente es ere - 
ciente y convexa hacia el eje de ordenadas: una parábola en
p
los ejes (E, CT ) o una hipérbola en los ejes (E,CT). Si se 
añade el activo libre de riesgo, la frontera eficiente se - 
vuelve lineal y se cumple el teorema de la separación, según 
el cual, todo inversor racional únicamente invierte en el tí 
tulo libre de riesgo y la cartera arriesgada M, que es única, 
existiendo una. correlación lineal perfecta entre las distin­
tas carteras que se encuentran én la frontera eficiente.
La teoría del mercado de capitales intenta aver¿ - 
guar las consecuencias, a nivel de mercado, que se siguen - 
del supuesto de que todos los inversores son diversificado - 
res eficientes en el sentido propuesto por Markowitz. Si es­
te es el caso y se añade una serie de hipótesis sobre el fun 
cionamiento del mercado, entonces la frontera eficiente li­
neal del inversor, que se producía cuando se tenía en cuenta 
el activo libre de riesgo, pasa a ser la Línea del Mercado - 
de Capitales (CML = Capital Market Line) y la cartera arries 
gada M se convierte en la cartera de Mercado* La cartera de 
mercado .está compuesta por todos los títulos del mercado y -
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en las mismas proporciones en que estos títulos están en el 
mercado. Todas las carteras eficientes se sitúan sobre la - 
CML, siendo E(Rp) y CT(Rp) las medidas adecuadas de la - 
rentabilidad y el riesgo respectivamente,
Pero también existe una relación lineal entre la -
♦ / ^  \ 
rentabilidad de un título: E(R^) y su riesgo medido por: cov
(Ri>RM'« Esta relación lineal, que se conoce con el nombre - 
de Línea del Mercado de los Activos Financieros (SML * Secu- 
rity Market Line), es la relación fundamental del modelo de 
precios de equilibrio de los activos financieros y es válida 
tanto para títulos individuales como para carteras, eficien­
tes o no, Licha relación se puede probar por dos vías alter­
nativas: una a partir de los supuestos de la teoría del mer­
cado de capitales y del hecho de que la cartera de mercado - 
es eficiente y, la otra, a partir de la agregación de las de 
cisiones de consumo-inversión de los individuos, sin necesi­
dad de tener que recurrir a la eficiencia de la cartera de - 
mercado,
Tanto la CML como la SML se deducen a partir del - 
mismo sistema de ecuaciones, porloqueno se las puede tratar 
separadamente como si fuesen cosas distintas.' En realidad, - 
la CML y la SML expresan la misma idea: el mercado únicamen­
te recompensa al inversor por correr con aquella parte del 
riesgo, de una cartera o de un título, que no se puede elimi 
nar mediante la diversificación eficiente de Markowitz.
El modelo diagonal de Sharpe constituye una simpl^i 
ficación mediante la cual no sólo se consigue reduoir el nú-
mero do estimaciones necesarias para calcular la frontera - 
eficiente, sino que, si se plarfea el problema de la determi 
nación de la frontera eficiente en base al proceso genera - 
dor de rendimientos propuesto por el mismo, los cálculos a 
realizar se reducen, ya que la matriz de varianzas-covarian 
zas se transforma en una matriz diagonal.
El modelo de mercado es el caso particular del mo. 
délo diagonal de un sólo índice cuando dicho índice es pre­
cisamente el rendimiento del índice general de la Bolsa, Pe­
ro los fines de ambos modelos son distintos. El fin del mode^ 
lo diagonal es simplificar los cálculos para la obtención de 
la frontera eficiente, mientras que el modelo de mercado no 
es más que un modelo econométrico que expresa la relación - 
existente entre los rendimientos de los títulos individuales 
y el rendimiento del mercado y guarda, además, un estrecho - 
parecido con la versión ex-post del modelo CAPM.
El modelo de mercado permite diferenciar dentro - 
de la varianza de un título o cartera, aquella parte del - 
riesgo que es diversificable (riesgo no sistemático) de la 
que no lo es (riesgo sistemático). Dicho modelo tiene una in 
consistencia interna pero que no consiste, como generalmente 
se admite, en que las perturbaciones aleatorias y el rendi - 
miento de la cartera de mercado no son independientes, sino 
que la inconsistencia se produce porque hay auto correlación 
entre los residuos de los diferentes títulos.
Si se supone que los coeficientes beta ex-ante pu§ 
den ser estimados en base a los coeficientes beta ex-post, - 
que proporciona el modelo de mercado, entonces se demuestra
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que las carteras eficientes carecen de riesgo no sistemática
Cuando se relaja el modelo CAPM, abandonando algu­
nas de sus hipótesis más restrictivas, se sigue cumpliendo. - 
la relación lineal entre la rentabilidad y el riesgo de un 
título o cartera, pero en todos los casos deja de cumplirse 
el teorema de la separación. Además, en el caso de las expe_c 
tativas heterogéneas y el caso en que se introduce el capí - 
tal humano, ello da lugar a modelos poco operativos y difí - 
cilmente contrastables en la práctica. Este efecto negativo 
no se produce, sin embargo, en el modelo de equilibrio resul 
tante de abandonar el supuesto sobre la existencia de un ac­
tivo de riesgo, ya que en este caso, el papel que antes jug& 
ba el título libré de riesgo, pasa a ocuparlo la cartera be­
ta-cero de mínima varianza.
Si se tiene en cuenta el fenómeno inflacionario, - 
nuevamente se vuelve a encontrar una relación lineal entre - 
la rentabilidad y el riesgo, aunque, al igual que en los ca­
sos anteriores, con una ordenada en el origen y una pendien­
te distinta. Dada la existencia de la inflación en los merca 
dos reales,» esto puede que sea la explicación de la discrje - 
pancia que se ha producido en algunos tests entre los resul 
tados empíricos que de ellos se derivan y los resultados teó^  
ricos previstos por el CAPM standard. En el modelo de pre - 
cios de equilibrio bajo inflación incierta, se puede probar 
que el teorema de la separación no se cumple aunque, bajo 
ciertas condiciones especiales, si se cumple un teorema de - 
la separación generalizado a tres fondos.
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Una de las aplicaciones del modelo CAPM standard - 
que ha tenido una mayor difusión y que ha sido utilizada no 
sólo a nivel teórico, sino también a nivel práctico por algu 
ñas instituciones financieras, como los Pondos de Inversión, 
consiste en la medida de la performance de títulos y cartersa 
Existen diversos índices para medir la performande ex-post - 
de los títulos y carteras de valores: índice de Sharpe, de
Treynor, de Jensen, así como algunas modificaciones de los
mismos- El índice de Sharpe es válido tínicamente para carte­
ras, mientras que tanto el índice de Treynor como el de Jen- 
sen pueden utilizarse a nivel de títulos individuales o car­
teras.
Entre los distintos índices de performance existen 
relaciones de tipo lineal, por lo que las ordenaciones do 
las carteras a que dan lugar en la práctica tienen coeficien 
tes de correlación muy altos.
Otra aplicación del CAPM, muy interesante a nivel 
teórico, es la que hace referencia a la toma de decisiones - 
de financiación.en la empresa y al problema de si existe a - 
no una estructura financiera óptima para la cual el valor —
de la empresa sea máximo.
Si se tiene en cuenta la existencia del impuesto - 
de sociedades y los costes de quiebra, la aplicación del - 
CAPM permite obtener los rendimientos de equilibrio de cual­
quier empresa, con o sin deudas en su estructura financiera, 
así como el valor de equilibrio de una empresa endeudada en 
función de: el valor de equilibrio de una empresa sin deudas,
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las deudas de la misma, el tipo impositivo del impuesto so_ - 
bre sociedades y el valor actual de los costes de quiebra,
' Xas proposiciones I y II de M-M.(1958) son el caso 
particular del modelo de valoración planteado cuando no exis 
ten impuestos ni costes de quiebra. Mientras que las corres­
pondientes Proposiciones I y II de M-M (1963) son el caso 
particular del mismo modelo cuando no existen costes de quie 
bra, pero si se tiene en cuenta la existencia del impuesto - 
de sociedades.
Si los ingresos que obtiene una empresa, luego de 
pagar a todos los factores productivos que no sean factores 
de capital, se distribuyen normalmente, entonces se demues­
tra que la capacidad de deuda de la misma se alcanza antes - 
de que la quiebra se vuelva cierta, aún en el caso de que - 
los inversores no tengan aversión al riesgo. Además, esto 
siempre se produce antes de que el ratio de endeudamiento 
alcance el 100^.
Según el modelo de valoración analizado, existe una 
estructura financiera óptima para la empresa que se consigue 
antes de que el endeudamiento supere la capacidad de deuda - 
de la misma.
El modelo CAPM no sólo se puede aplicar para resol 
ver el problema de la toma de decisiones de financiación, si. 
no que también puede utilizarse en la toma de decisiones de 
inversión de la empresa. La aplicación del modelo CAPM stan­
dard a las decisiones de inversión de una empresa, produce - 
los siguientes resultados:
5 4 ?
- Se debe aceptar aquellos proyectos de inversión 
cuyo par rentabilidad-riesgo caiga por encima de 
-la .SML.
%
- El coste de capital, para un riesgo standarizado, 
es el mismo para todas las empresas,
- Las empresas no deben preocuparse por diversifi­
car sus proyectos de inversión, ya que el inver­
sor particular puede diversificar el riesgo, has 
ta el máximo posible, mediante la elección de - 
una cartera eficiente.
- El criterio TIR únicamente coincide con el crite 
rio MPR (Market Price of Risk), aquí propuesto, 
cuando la empresa no tiene deudas en su estructu 
ra de capital. En todos los demás casos, las ta­
sas de corte que proponen ambos criterios son d¿ 
ferentes, ya que el criterio TIR no tiene en 
cuenta el riesgo de los proyectos de inversión.
Hasta ahora hemos presentado las conclusiones de - 
la parte principal del trabajo que hemos realizado, cuyo con 
tenido es fundamentalmente teórico. Pero nos queda hacer re­
ferencia a los resultados obtenidos en I03 dos estudios de - 
tipo empírico que hemos llevado a cabo sobre el mercado bur­
sátil español: uno, sobre la diversificación ingenua y los lí 
mites de la diversificación y, otro, sobre un test del CAPM 
standard.
Por lo que respecta al anexo A, sobre la diversifi. 
cación ingenua en el mercado bursátil español, las principa-
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conclusiones son las siguientes:
1) A medida que aumenta el número de títulos que - 
forman parte de una cartera, en la que cada título tiene 
igual ponderación, el riesgo medido por la desviación típica 
de los rendimientos decrece, pero no de una forma lineal, - 
Asi, por ejemplo, trabajando con los datos del período comple 
to de 10 años: 1970-79» se ve como con una cartera de 5 títu 
los se consigue reducir por término medio el riesgo en un - 
74' 73%, mia&ras que con una cartera de tamaño doble, 10 tí tu 
los, Unicamente se consigue una reducción suplementaria del 
riesgo del 12»07%«
2) Con una diversificación no muy grande, de 15 tí 
tul.os por ejemplo, se consigue reducir el riesgo potencial - 
en un 91*06% por término medio y si se ampliase el número de 
títulos hasta 30 valores solamente se conseguiría una reduc­
ción adicional del 4 '4%, que generalmente no compensará los 
mayores costes de transacción y administración que una carte 
ra de ese tamaño lleva consigo.
3) Existe una parte del riesgo en relación con el
riesgo medio de un título que no es posible diversificar, de
forma que aunque aumente mucho el tamaño de una cartera, e - 
incluso tienda a infinito, el inversor la seguirá soportando: 
esa parte es el 56*37% del riesgo medio de los títulos indi­
viduales.
4) Si se estudia los dos subperíodos: 1970-74 y -
1975-79» se ve que existe una tendencia descendente en el -
riesgo no diversificable que por término medio tienen los tí­
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tulos individuales, ya que el porcentaje del riesgo en rela­
ción con el riesgo medio de un título que no se puede diver­
sificar pasa del 69' 36fo al 45^ respectivamente.
Por último, por lo que se refiere al anexo B, s o ­
bre el test del CAPM en el mercado de valores español, cabe 
resaltar que:
1) Hay que dividir necesariamente el período de e s  
tudio 1970-79 en dos subperíodos: 1970-74 y 1975-79» ya que 
la crisis subsiguiente al fuerte alza de los crudos a fina - 
les de 1973, y que la Bolsa reflejó con retraso a lo largo - 
de 1974, provoca un cambio estructural, estando poco córrela 
cionados los coeficientes beta de los títulos individuales - 
de uno y otro subperíodo.
2) En el subperíodo 1975-79, la nube de puntos so­
bre los ejes (E(R^),^) está muy dispersa y, como consecuen­
cia de ello, el coeficiente de correlación de la recta ajus­
tada es muy bajo. Además, 26 de los 42 títulos de la muestra 
tienen un rendimiento medio negativo y el mismo índice gene­
ral tiene un rendimiento medio anual negativo: -7!08^. Estos 
hechos no tienen ninguna explicación lógica posible, ni me - 
diante el CAPM ni mediante ninguna otra teoría, ya que intui 
tivamente está claro que el mercado debe recompensar a un. a^ c 
cionista, como mínimo, con el tipo de interés que rinde el - 
dinero colocado a plazo fijo en los bancos comerciales, que 
siempre es positivo en términos nommnales, más una prima por 
el rie.sgo mayor que tienen las acciones respectó al activo - 
libre de riesgo.
El mercado de valores se hundió y, como consecuen­
cia de este hecho, muchos títulos aparecen con una cotiza- -
ción muy poi-debajo de su valor teórico según los datos del 
%
balance.
3) En el subperíodo 1970-74 se obtienen mejores re­
sultados, sobre todo si se hace uso de la muestra reducida de 
30 títulos. La recta ajustada a los pares de valores: E(fí^), 
tiene una ordenada en el origen negativa, lo cual está en 
contra de lo previsto por el CAPM. En general, los títulos - 
de coeficientes beta bajos están recompensados por debajo de 
lo que la teoría prevé, mientras que ocurre lo contrario con 
los títulos de coeficiente beta altos. Le todos modos, lo 
que sí parece estar respaldado por los datos ex-post es el 
hecho de que existe una relación positiva entre el rendimien 
to medio de los títulos y sus respectivos coeficientes beta, 
es decir, que los títulos con mayor riesgo ofrecen una mayor 
rentabilidad, tal como resulta lógico pensar y la teoría pr^ 
vé.
Los resultados de los dos estudios empíricos son - 
provisionales y no pretenden ser en absoluto definitivos. En 
los respectivos anexos se explica la limitación del trabajo 
realizado y los métodos empleados. Su único fin consiste en 
presentar los primeros resultados experimentales que hemos - 
obtenido de una investigación más amplia y completa que esta 
mos realizando apoyándonos en el trabajo que presentamos co­
mo tesis. Esta investigación está en fase de elaboración y - 
esperamos publicar sus resultados a medida que éstos se va - 
yan produciendo.

547
AFTALION, F. y VIALLET, C,: "Theorie du Portefeuille". Presses 
Universitaires de France, Paris, 1977#
ALCHIAN, A.A* y KESSEL, R.A.: "Redistribution of Wealth through 
Inflation". Science, n2 130, septiembre 1959» p. 535- 
539.
ALTMAN, E.I., JACQUILLAT, B. y LAVASSEUR, M.: "Comparative Ana- 
lysis of Risk Measures: France and the United States", 
Journal of Finance, Diciembre 1974, p. 1495-1511.
%
BACH, G-,L, y STEPHENSON, J,B,: "Inflation and the Redistribution 
of Wealth", Review of Economics and Statistics, Febre-, 
ro 1974, p. 1-13
BAESEL, J.B.: "On the Assessment of Risk; Some Further Conside- 
derations", Journal of Finance, Diciembre 1974, p. - 
1491-1194.
B A 1X..E.R, N.D.; "Leverage, Risk of Ruin and the Cost of Capi­
tal", Journal of Finance, Septiembre 1967.
BECKER; J,: "General Proof of Modigliani-Miller Propositions I 
and II Using Parameter-Preference Theory", Journal of 
Financial and Quantitative Analysis, vol, 13, 1, -
marzo 1978, p. 65-70,
BELLMORE, D.A.: PHILLIPS, H.E. y RITCHIE, J.C.: "Investment Analy 
sis and Portfolio Selection: An Intégrate Approach", - 
South-Western Publishing Co. Ohio, 1979.
i
54 8.
BEN-HORIM, M. y LEVY, H.s "Total Risk, Diversificable Risk and
no'n-diversificable Riskr A Pedagogic Note". Journal of 
Financial and Quantitative Analysis, vol. 15, n 2 2, —
Junio, 1980, p. 289-297
BEN-SHAHAR, H.: "The Capital Structure and the Cost of Capital:
A Suggested Exposition". Journal of Finance, vol. 23, 
n 2 4, Septiembre 1968, p. 639-653*
BIERMAN, H. (Jr.) y HASS, J.E.: "Capital Budgeting under Uncer- 
tainty: A Reformulation". Journal of Finance, Marzo - 
1973, p. 119-129.
BLACK, F.: "Capital Market Equilibrium with Restricted Borrowing".
Journal of Business, vol. 45, n2 3, Julio 1972, p. 444- 
454.
BLACK, F., JENSEN, M.C. y SCHOLES, M.S.: "The Capital Asset Pri 
cing Model: Some Empirical Tests". En "Studies in the 
Theory of Capital Markets", editado por Jensen M.C., 
Praeger Publishing Co., New York, 1972.
BLUME, M.: "Portfolio Theory: A Step towards its Practical ApphL 
catión". Journal of Business, Abril 1970, p. 163-164.
BLUME, M.: "On the Assessment of Risk". Journal of Finance, mar . 
zo 1971, p. 1- 10.
BLUME, M.E. y FR1END, I: "A New Look at the Capital Asset Pricing 
Model". Journal of Finance, vol. 28, n^ 1, marzo 1973, 
p. 19-33.
BODIE, Z.:"Common Stocks as a Hedge against Inflation". Journal 
of Finance, vol. 31, n2 2, mayo 1976, p. 459-470.
549
BOGUE, M.C. y ROLL, R.: "Capital Budgeting of Risk Projects with 
"Imperfect Markets" for Physical Models". Journal of - 
Finance, vol. 32, n2 2, mayo 1978» p: 395-401.
BOLSA DE MADRID: "Indice de Acciones 1941-197111 • Servicio de Es­
tudios Económicos. 1973*
BOLSA DE MADRID: "Indice Largo Total de Acciones 1941-1975”. Ser 
vicio de Estudios e Información. Madrid 1977.
BOLSA DE MADRID: "¿Qué es el Crédito al Mercado?”. Servicio de 
Estudios de la Bolsa de Madrid. 1981.
BOOT, J.C.G.: "Quadratic Programming”. North-Holland and Skokie, 
Hl. Round McNally. Amsterdam 1964.
BRADFORD, W.D.: "Inflation and the Valué of the Firm: Monetary 
and Depreciation Effects”. Southern Economic Journal, 
vol. 40, n2 3, enero 1974» p. 414-427. .
BRENNAN, M.J.: "Capital Market Equilibrium with Divérgent Borr£ 
wing and Lending Rates". Journal of Financial and - 
Quantitative Analysis, vol. 6, n2 5» diciembre 1971» 
p. 1197-1205 o
BRENNAN, M.J. y SCHWARTZ,-E.S.: "Corporate Income Taxes, Valua- 
tion and the Problem of Optimal Capital Structure". - 
Journal of Business, vol. 51, nQ 1, enero 1978, p. 103 
-114.
BRIGHAM,'E. y GORDON, M.J.: "Leverage, Dividend Policy and the 
Cost of Capital". Journal of Finance, marzo 1968, p. 
85-103.
55-»
BRITO, N.O.: "Harketability Restrictions and the Evaluation of 
Capital Assets under Uncertainty”. Journal of Finan- 
ce, vol. 32, nfi 4, septiembre 1977, p. 1109- 1123.
CASADO ABAD, J.: "La Diversificacidn del Riesgo”. Alta Direc- - 
ción, año VIII, n2 44, julio-dgosto 1972, p. 13-18.
COATES, C.R.: "Investment Strategy”. McGraw-Hill Book Company. 
New York, 1978.
COHEN, K.J. y POGUE, J.A.: "An Empirical Evaluation of Alterna- 
tive Portfolio^election Models”. Journal of Business 
vol. 40, ns 2, abril 1967, p. 166-193.
COOTNER, P.H.: "Capital Asset Pricing in a General Equilibrium 
Framework”. Journal of Financial and Quantitative Ana 
lysis, vol. 13, 4, noviembre 1978, p. 613-624.
COPELAND, T.E. y BESTON, J.F.: "Financial Theory and Corporate 
Policy”. Addisson-Wesley Publishing Company. United - 
States. 1979.
. CHEN, A.H.: "A Theory of Corporate Bankruptcy and Optimal Capi­
tal Structure". En "Handbook of Financial Economics" 
editado por J. Bickslen. 1978.
CHEN, A.H.: "Recent Developments in the Cost of Debt Capital".
Journal of Finance, vol. 33, 3, junio 1978, p. 863“
-877.
CHEN, A.H. y BONESS, A.J.s "Effects of Uncertain Inflation on - 
the Investment and Financing Decisions of a firm". - 
Journal of Finance, vol. 30, ns 2, mayo 1975, págs. 
469-483.
551
CHEN, 4.H. y KIM, E.H.: "Theories of Corporate Debt Policy: A 
Synthesis”. Journal of Finance, vol. 34, nfi 2, mayo,
1979, p. 371-384.
CHEN, E.T.: "Uncertain Inflation and Capital Asset Prices". - 
Southern Economic Journal, vol. 46, n9 3, enero -
1980, p. 763-776.
DE ALESSI, L.: "The Redistribution of Wealth by Inflation: An 
Empirical Test with United Kingdom Data”. Southern 
Economic Journal, vol. 30, octubre 1963, p. 113-127.
DE ALESSI, L.: "Do Business Firms Gain from Inflation?. Repri 
se". Journal of Business, vol. 48, n2 2, abril 1975, 
p. 264«-266.
DONALDSON, G.: "New Framework for Corporate Debt Policy”. Har 
vard Business Beview, vol. 42,.1962.
DONALDSON, G.: "Financial Goals: Management vs. Stockholders".
Harvard Business Review, vol. 41, mayo 1963, p. 116- 
129.
DOUGLAS, G.W.: Risk in the Equity Markets: An Empirical Apprai 
sal of Markets Efficiency!*. Yale Economic Essays, - 
vol. 9, 1969, p. 3-45.
DUNCAN LUCE, R. y RAIFFA, H.: "Games and Decisions". John Wi- 
ley, New York, 1957.
DURAN HERRERA, J.J.: "La Diversificacion como Estrategia Empre 
sarial". Ediciones Pirámice. fitadrid 1977*
55?
DURAND,
ELTON,
EVANS, J
FAMA, E.
FAMA, E.
FAMA,- E.
FAMA, E.
FAMA, E.
FAMA, E.
D.: ”Cost of Debt and Equity Funds for Business Trends
and Problems of Measurement” . Conference on Research
on Business Finance0 National Bureau of Economic Re- 
*
search, New York, 1952*
• J. y GRUBER, M.J.: ”Risk Reduction and Portfolio Size: 
An Analytical Solution”. Journal of Business, vol* 50, 
n 2 4, octubre 1977, p. 415-437*
.L. y ARCHER, S*H.: "Diversification and the Reduction 
of Dispersión: An Empirical Analysis”. Journal of Fi­
nance, vol. 23» diciembre 1968, p. 761-767*
F.: ”The Behavior of Stock Market Prices’*. Journal of Bu 
siness, vol. 38, n 2 1, enero 1965*; p* 34-105*
F.: "Random Walks in Stock Market Prices”. Financial - 
Analysis Journal, vol. 21, n2 5, septiembre-octubre - 
1965, p. 55-59.
F.: ’*Risk, R e t u m  and Equilibrium: Some Clari^Lng Com- 
ments*'. Journal of Finance, vol. 23, n2 1, marzo 1968, 
p. 29-40.
F.: ”Efficient Capital Markets: A Review of Theory and 
Empirical Work**. Journal of Finance, vol. 25, 2, -
mayo 1970, p. 383-417.
F.: ”A Note on the ^arket Model and the Two-parameter 
del” . Journal of Finance, vol. 28, n 2 5¿ diciembre -
1973, p.1181-1185.
F.: ”Risk-Adjusted Discount Rates, and Capital Budgeting
FAMA, E.F
FAMA, E.F
FAMA, E.F
FAMA, E.F
FAMA, E.F
FARRAR, D
FELDSTEIN
FERNANDEZ
FERNANDEZ
5 5 :•
under Uncertainty". Journal of Financial Economics, 
agosto 1977.
, 2'"Foundations of Finance". Basil Blackwell. Oxford, 
1977.
, y MaóBETH, J.D.: "Risk, R e t u m  and Equilibriums Empi­
rical Tests". Journal of Political Economy, vol. 81, -
1973, P. 607-636.
y MILLER, M.H.: "The Theory of Finance". Holt, Rinehart 
and Winston, Inc. New York, 1972.
y SCHWERT, C.W. 2 "Asset Returns and Inflation". Jour­
nal of Financial Economics, vol. 5, n2 2, noviembre - 
1977, p. 115-146.
, y SCHWERT, G.W.2 "Inflation, Interest and Relative - 
Prices’V. Journal of Business, vol. 52, n 2 2, Abril - 
.1979, p. 183-209.
E .2 "The Investment Decisión under Uncertainty". Pren- 
tice-Hall, Inc., Englewood Cliffs. New Jersey 1962.
M .2 "Inflation and the Stock Market"• American Econo­
mic Review, vol. 70, n^ 5, diciembre 1980, p. 839-846.
AMATRIAIN, J .2 "La Bolsa". Ediciones Deusto. Bilbao,
1974.
BLANCO; M .2 "La Inflación y la Teoría Analítica de la 
Financiación". Cuadernos de Economía, vol. 7, 18,
1979, p. 51-86.
5 5 ¿
#•
FERNANDEZ BLANCO, M.: "Estructura Financiera y Valor de la Empr£
sa". Cuadernos Universitarios de Planificación empresa
rial,’ vol, 5, h 2 3, 1979, p. 405-434.
*
FISHER, I,: "Appreciation and Interest". MacMillan, New York, 
1896.
FISHER, I.: "The Theory of Interest". New York, 1930.
FOSTER, G.: "Asset Pricing Models, Further Test". Journal of Fi­
nancial and Quantitative Analysis, vol. 13, n2 1, mar­
zo 1978, p. 39-54.
FRANCIS, J.C. y ARCHER, S.H.: "Análisis y Gestión de Carteras de
Valores". Ediciones ICE. Madrid 1977.
FRANKFURTER, G.M., PHILLPS; H.E. y SEAGLE, J.P.: "Performance of 
the Sharpe Portfolio Selection Model: A Comparison". 
Journal of Financial and Quantitative Analysis, vol.11 
n2 2, junio 1976, p. 195-204.
*
FRIEDMAN, B.M.: "Price Inflation, Portfolio Choice and Nominal -.
Interest Rates". American Economic Review, vol.' 70, n2 
1, marzo 1980, pp, 32-4 8.
FRIEDMAN, M.M.: "The Methodology of Positive Economics". The -Uní 
versity of Chicago Press. Chicago, 1953.
FRIEDMAN, M. y SAVAGE, L.J.: "The Utility Analysis of Choices In 
volving Risk". Journal of Political Economy, vol. 56,. 
agosto 1948, p. 279-304.
FRIEND, I. y BLUME, M . 2 "Measurement of Portfolio Performance un 
der Uncertainty". American Economic Review, vol. 60, -
Septiembre 1970.
FRIEND, I., LANDSKRONER, Y. y LOSQ, E 0: "The Demana of Risky As- 
sets under Uncertain Inflation”. Journal of Finance, - 
vol. 31, n2 5 , diciembre 1976, p. 1287-1297.
GAVIRIA, N.G.: "Inflation and Capital Asset Prices: Theory and - 
Tests". Tesis Doctoral. Stanford University. 1973.
GONEDES, N.J.: "Capital Market Equilibrium for a Class of Hetera 
geneous Expectations in a Two-Parameter World". Jour - 
nal of Finance, vol. 31, n2 1, marzo 1976, p. 1-15.
GONZALEZ, N., LITZENBERGER, R. y ROLFO, J.: ”0n the Mean-Varian- 
ce Models of Capital Structure and the Absurdity of - 
their Predictions". Journal of Financial and Quantita­
tive Analysis, junio 1977» p. 165-179*
GORDON, M.J.: "The Investment, Financing and the Valuation of - 
the Corporation". Homewood Richard D. Irwin. Illinois. 
1962.
GOULA SURlfÍACH, J.: "Análisis y Cálculo del Riesgo en el Mercado 
de Valores". Banca Más Sardá, Servicio de Estudios. - 
Barcelona, 1974©
HAGIN, R.: "Modern Portfolio Theory". Dow Jones-Irwin. Illinois. 
1979.
HAMADA, R.S.: "Portfolio Analysis, ^arket Equilibrium and Corpo­
ration Finance". Journal of Finance, vol. 29* nG 1, -
marzo 1969» p* 13.
HAMADA, R.S.: "Investment Decisions with a General Equilibrium -
55 B-
t
Mean-Variance Approach". Quarterly Journal of Economics 
vol# 8 5, noviembre 1971•
HAUGEN, R.A. y SENBET, L.W.: "The Insignificance of Bankruptcy
Costs to the Theory of Optimal Capital Structure"# - 
Journal of Finance, vol# 33, nQ 2, mayo 1978, p. 383- 
393.
HIRSCHLEIFER, J.: "Investment Decisión under Uncertainty: Appli­
cations of the State Preference Approach"# Quarterly - 
Journal of Economics, Mayo 1966#
HIRSLEIFER, J#: "Investment, Interest, and Capital"# Prentice- 
Hall, Inc# Englewood Cliffs, N.J., 1970#
HONGr, H#: "Inflation and the Market Valué of the Firm: Theory - 
and Tests"# Journal of Finance, vol# 32, nfl 4 , septiem 
bre 1977, p. 1031-1048#
HOROWITZ, I.: "An Introduction to Quantitative Business Analysis" 
McGraw-Hill Book Company. New York, 1965#
JACQUILLAT, B. y SOLNIK, B.: "Mercados Financieros. Gestión de - 
Cartera de Valores". Tecniban. ^adrid, 1975.
JAFFEE, D.M.: "Credit Rationing and the Commercial Loan Market". 
John Y/iley, New York, 1971.
JAFFEE, J.E. y MANDELKER, G.: "The Fisher Effect for Risky Assets: 
An Empirical investigation". Journal of Finance, vol# - 
31, ne 2, mayo 1976, p# 447-458.
JEAN, VY.H.: "Teoría Analítica de la Financiación"• Editorial Ariel. 
Barcelona, 1976#
JENSEN,
JENSEN,
JENSEN,
JENSEN,
JOHNSON,
JOHNSON,
JOHNSTON,
KENDALL,
KESSEL, R
557
+
I.: "The Performance of Mutual Funds in the period 1945-
—1964”• Journal of Finance, vol. 23, n& 2, mayo 1968,
p. 389-416.
%
I.: "Risk, the Pricing of Capital Asset and the Evalua- 
tion of Investment Portfolio". Journal of Business, - 
vol. 42, n2 2, Abril 1969* p. 167-247.
[.C.: "Studies in the Theory of Capital Markets". Prae- 
ger Publishiers. Londres. 1972.
[.C. y MECKLING-, W.A.: "Theory of the Fimis Managerial 
Behavior, Agency Costs and the Ownership Structure". 
Journal of Financial Economics, Octubre 1976, p. 305- 
360.
G.L., REILLY, F.K. y SMITH, R.E.: "Individual Common 
Stocks as Inflation Hedges". Journal of Financial and
Quantitative Analysis, vol. 6 , junio 1971* p. 1015---
1.024.
A. y SHANNON, B 0: **A Note on the Diversification and the 
Reduction of Dispersión". Journal of Financial Econo - 
mies, vol. 1, diciembre 1974, p. 365-372.
J.: "Métodos de Econoraetría". Editorial Vicens-Vives. 
Barcelona, 1975*
M.G.: "The Analysis of Economic Time Series, I: Prices" 
Journal of the Royal Statistical Society, sec. A, 1953 
p# 11-25.
•A.: "Inflation-Induced Wealth Redistribution: A Test of
KIM, E.H.
KIM* E.H.
KIM, E.H.
KLEMKOSKY
*
KRAUS, A.
LEE, W.Y.
LEVITZ, G
558
a Hypothesis". American Economic Review, vol. 4 6, mar 
zo 1956, p. 128-141.
: "A Theory of Optimal Financial Structure in Market - 
Equilibrium: A Critical Examination of the Effects of 
Bankruptcy and Corporate Income Taxation". Ph. D. Dis- 
sertation, State University of New York at Buffalo. Di 
ciembre 1974.
: "A Mean-s-Variance Theory of Optimal Structure and Cor­
porate Debt Capacity"• Journal of Finance, vol. 33, n2 
1, marco 1978, p. 45-63.
, McCONNELL, J.J. y GREENWOOD, P.R.: "Capital Structure 
Rearrangements and Me-first Rules in a Efficient Capitr 
tal Market". Journal of Finance, vol. 32, n2 3, «junio 
1977, p. 789t 809.
R.C. y MARTIN, J.D.: "The Effec.t of Market Eisk on Po 
Portfolio Diversificatión”. Journal of Finance, vol.30 
n2 1, marzo 1975, p. 147-154.
y LlTZENBERGER, R.: ”A State-Preference Model of Opti­
mal Finance Leverage”. Journal of Finance, septiembre
1973.
y BARKER, H.H.: "Bankruptcy Costs and the Firm*s Opti- 
mal Debt Capacity". Southern Economic Journal, marzo -
j
1977o
D.: "Market Risk and the Management of Institutional - 
Equity Portfolios". Financial Analyst Journal, Enero- 
Febrero 1974, p. 53-60.
559
LEVY, R.A.: "Stationarity of Beta Coefficients". Financial Ana - 
lysts Journal, Noviembre-diciembre 1971, p. 55-6 2.
LINTNER, J •2 "The Valúation of Risky Assets and the Selection of
Risky Investments in Stock Portfolios and Capital Bud-
getsflo Review of Economics and Statistics, vol. 47, n2 
1, Febrero 1965» p. 13-37*
LINTNER, J.: "Security Prices, Risk and Maximal Gains from Diver
sification". Journal of Finance, vol. 20, n2 4, Diciem
bre 1965. p. 587-615.
LINTNER, J . 2 "The Aggregation of Investor's Diverse Judgements - 
and- Preferences in Purely Competitive Security Markets" 
Journal of Financial and Quantitative Analysis, vol. 4 
n 2 4 , Diciembre 1969* p. 347-400. •
LINTNER, J .2 f,Inflation and Security Returns". Journal of Finan- 
ce. Vol. 30, n2 2, mayo 1975.
LOSENTE, M.A. y MARTINEZ FERNANDEZ DE LIGIER, P.L .2 "Operaciones 
y Servicios2 Bolsa y Valores". Banco de Vizcaya. Bil­
bao, 1978.
MALINVAUD, E .2 "Métodos Estadísticos‘de la Econometría". Ariel. 
Barcelona, 1967.
MANDELBROT, B .2 "The Variation of Certain Speculative Prices".
Journal of Business, vol. 36, octubre 1963i P* 394- 
419.
MAO, J.C.T.2 "Análisis Financiero". El Ateneo. Buenos Airós. -
1974.
MARKOWITZ, H.: "Portfolio Selection". Journal of Finance, Marzo 
1952, p. 77-91.
MARKOWITZ, H.M.: "The Optimization of a Cuadratic Function Sub- 
ject to Linear Constraints". Naval Research Logistics 
Quarterly, marzo-junio 1956, p. 111-133.
MARKOWITZ, H.M0: "Portfolio Selection: Efficient Diversifica- - 
tion of Investments". John Wiley & Sons, Inc., Nueva 
York, 1959.
MATEOS-APARICIO MORALES, P.: "Inversión Mobiliaria Colectiva".
Bolsa de Madrid, Servicio de Estudios, Madrid 1977.
MAYERS, D.: "Nonmorketable Assets and the Determination of Capí 
tal Asset Prices in the Absence of a Riskless Asset". 
Journal of Business, vol. 46, nfi 2, 1973, p. 258-267.
MERTON, R.C.: "Optimum Consumption and Portfolio Rules in a Con 
tinuos Time Model". Journal of Economic Theory, di­
ciembre 1971.
MERTON, R.C.: "An Analitic Derivation of the Efficient Portfolio 
Frontier". Journal of Financial and Quantitative Ana- 
lysis, vol. 7, nfi 4 , septiembre 1972, p. 1851-1871.
MERTON, R.C. y SAMUELSON, P.A.: "Fallacy of the Long-Normal Ap- 
proximation to Optimal Portfolio Decisión Making un- 
der Uncertainty". Journal of Financial Economics, ma~
. yo 1974.
MILLER, M.H.: "Debt and Taxes". Journal of Finance, vol. 32, nfi 
2 , mayo 1977, p. 267 y ss.
561
MILLER, M. y SCHOLES, M.: "Rates of fíetura in Relation to Risk:
A Reexamination of Some Recent Findings". En "Studies 
in the Theory of Capital Markets", editado por Jensen 
M.C., Praeger Publishing Co., New York, 1972, p* 47-78.
MODIGLIANI, F. y MILLER, M«: "The Cost of Capital, Corporation 
Finance, and the Theory of Investment". American Eco- 
nomic Review, vol. 43, junio 1958, p. 261-297.
MODIGLIANI, F. y MILLER, M.: "Corporate Income, Taxes and the - 
Cost of Capital: A Correction". American Econoraic Re­
view, vol. 53, n2 3 , junio 1963, p. 433-443.
MODIGLIANI, F., POGUE, G.A., SCHOLES, M.S. y SOLNIK, B.H.: "Ef- 
ficiency of European Capital ^arkets and Comparison - 
with the American ^arket". Proceedings of the First - 
International Conference on Stock Exchanges. CISMEC, 
1972. Traducido al castellano en "Lecturas sobre Bol­
sa" de la autora Vallve-Ribera dé Hoi^la, M.A. Insti­
tuto dd Estudios Fiscales, Madrid 1977.
MOSSIN, J.: "Equilibrium in a Capital Asset Market". Econometri 
ca, vol. 34, nfi 4, Octubre 1966, p. 768-783.
MOSSIN, J.: "Security Pricing and Investment Criteria in Compe­
titivo Markets". American Economic Review, Diciembre, 
1969, p. 749-756.
MOSSIN, J.s "Theory of Financial ^arkets". Prentice Hall, Inc.
• Englewood Cliffs, New Jersey, 1973.
MYERS, S.C.: "A Time-State Preference Model of Security Valúa - 
tion". Journal of Financial and Quantjiative Analysis, 
vol. 3, nfi 1, Marzo 1968, p. 1-33.
MYERS, S.C.s "Interactions of Corporate Financing and Investment 
Decision-Implications for Capital Budgeting". Journal 
of Finance, vol. 29, marzo 1974.
MYERS, S.C. y TURNBULL, S.M.: "Capital Budgeting and the Capital 
Asset Pricing Model: Good News and Bad New3". Journal 
of Finance, vol. 32, n2 2, mayo 1977» p. 321-336.
NELSON, Ch. R.: "Inflation and Rates of Retum on Common Stocks" 
Journal of Finance, vol, 31» 2, mayo 1976, p. 471-
483.
OSBORNE, M.F.M.: "Brownian Motion in the Stock Market". Opera — 
tion Research, vol. 7, 1957, p. 145-177.
OSTERYOUNG, J.: "Capital Budgeting: Long-Term Asset Selection". 
Grid, Inc. Ohio, 1974.
OUDET, B.A.: "The Variation of the Retijrn on Stocks in Periods 
of Inflation". Journal of'Financial and Quantitative - 
Analysis, marzo 1973, p. 247-258.
PETIT, R.R. y Y/ESTERFIELD, R.: "Using the Capital A.sset Pricing
Model and the Market Model to Predict Security Retums" 
Journal of Financial and Quantitative Analysis, vol. 9, 
n 2 4 , septiembre 1974, p. 579-605.
PFLAÜM, C.C., ROENFELDT, R.L. y GRIEPENTROG, G.L.: "Further Evi- 
dence on the Stationary of Beta Coefficients". Journal 
of.Financial and Quantitative Analysis, vol. 13, 1,
marzo 1978, p. 117-122.
PHILIPPATOS, G.C.: "Financial Management". Holden-Day, Inc0 San 
Francisco, 1973.
56?
POGUE, G. y SOLNIK, B.: "Ri3que, Diversificatión et Gestión de 
Portefeuille". Analyse Financiare, nfi 10, 3er trimes­
tre 1972, p. 1-6.
POGUE, G.A. y SOLNIK, B.H.: "The Market Model Applied to Euro- - 
pean Common Stocks: Some Empirical Results". Journal 
of PinancialL.and Quantitative Analysis, vol. 9, nfi 6 , 
diciembre 1974, p. 917-944.
PRIETO PEREZ, E.s "Teoría de la Inversión". Ediciones ICE, Ma­
drid 1973.
PYUN, C.S.: "A Note on Capital Asset Pricing Model under Uncer- 
tain Inflation". Journal of Financial and Quantitaii- 
ve Analysis, vol. 15, nfi 2, junio 1980, p. 425-434.
RAIFFA, H.: "Analyse de la Decisión: Introduction aux Choix en 
Avenir Incertain". Dunod. Paris 1973. La versión ori­
ginal en ingles está editada por Addisson-Wesley Publis 
hing, Inc. Massachussets, 1968.
RENAU PIQUERAS, J.J.: "Política de Dividendos y Mercado de Capi 
tfles". Panorama Bursátil, nfi 14, octubre 1979, p. 13 
-22.
RIBAS MIRANGEJjS, E.j "El Coste de Capital y los Fundamentos de 
la Polémica en tomo a su Comportamiento". Revista Es 
pañola de Financiación y Contabilidad, vol. 6, nfi 22, 
octubre-diciembre 1977, p. 91- 103.
ROBICHECK, A.A. y MYERS, S.C.: "Problema in the Theory of Opti-
mal Capital Structure". Journal of Financial and Quan 
titative Analysis, junio 1966.
ROBICHECK
.V
ROLL, R.:
ROLL, R • •
ROLL, R. •
ROLL, R.:
ROSENFELD
ROSS, S.A
5 6 i
A.A* t MYERS, S.C.: "Decisiones Optimas Financie­
ras". Editorial Herrero Hermanos, México 1968*
"Bias in Fitting the Sharpe Model to Time Series 
Data". Journal of Financial and Quantitative Analy­
sis, vol. 4, n2 3 , septiembre 1969, p. 221-289.
"The Behavior of Interest Rates: The Application of 
the Efficient Market Model to U.S. Treasury Bills". 
Basic Book, Inc. New York, 1970.
"Assets, Money and Commodity Price Inflation under 
Uncertainty". Journal of Money, Credit and Banking, 
noviembre 1973»
"A Critique of the Asset Pricing Theory's Test;
Part I: On Past and Potential Testability of the 
Theory". Journal of Financial Economics, vol. 4, 
marzo 1977, p# 129-176.
F.: "Análisis Financiero y Gestión de Cartera". 
Editorial Hispano Europea. Barcelona, 1977.
: "Uncertainty and the Heterogeneous Capital Good 
Model". Review of Economic Studies, enero 1975*
ROSS, S.A.: "The Current Status of the Capital Asset Pricing 
Model (CAPM)". Journal of Finance, vol. 33» n-2 3> 
junio 1978, p. 885-901.
56K
RUBINSTEIN, M.E.: "The Fundamental Theorem of Parameter Preferen 
ce Security Valuation". Journal of Financial and Quan­
titative ANalysis, vol. 8 , n 2 1, enero 1973, p. 61-69.
RUBINSTEIN, M.E.: "A MeaneVariance Synthesis of Corporate Finan­
cial Theory". The Journal of Finance, vol. 28, n2 1, 
marzo 1973> p. 167-181.
BYAN, T.M.: "Theory of Portfolio Selection". The Mac Millan Press 
LTD. London 1978.
SARNAT, M.: "Inflation and Capital Markets". BallingerPublishing 
Co. Cambridge. Estados Unidos 1978.
SCOTT, J.H.: "A Theory of Optimal Capital Structure". Bell Journal 
of Economics and ^anagerial Science, Primavera 1976.
SCOTT, James H., Jr.: "Bankruptcy, Secured Debt, and Optimal Ca­
pital Structure". Journal of Finance, vol. 32, n2 1, - 
marzo 1977, p. 1-19.
SCHALAIFER, R.: "Analysis of Decisions under Uncertainty". Me 
Graw-Hill Bock Company, New York, 1969*
SCHENELLER, M.I.: "The CAPM in face of Price-Level Changes". En 
"Inflation and Capital Markets", editado por Sarnat, M. 
Ballinger Publishing, Co., Cambridge, Estados Unidos, 
1978, p. 139-146.
SCHWARTZ, E.: "The Theory of Capital Structure of the Firm",
•Journal of Finance, vol. 14, nfi 1, marzo 1959, p. 18- 
39.
SENBET, L.W. y THOMPSON, H.E.s "The Equivalence of Alternative -
Mean-Variance Capital Budgeting Models"• Journal of Fi 
nance, vol* 32, n& 2, mayo 1978, p* 395-401.
SHARPE, W.F.: "A Simplified Model for Portfolio Analysis’'. Mana­
gement Science, vol. 9, n 2 1, enero 1963, p. 277-293.
SHARPE, W.P.: "Capital Assets Prices: A Theory of Markat Equili- 
brium under Conditions of Risk". Journal of Finance, - 
vol. 19» 3, septiembre 1964, p. 425-442.
SHARPE, W.F.: "Mutual Fund Performance". Journal of Business, - 
vol. 39, n2 1, enero 1966, p. 119-138.
SHARPE; W.F.: "Teoría de Cartera y del Mercado de Capitales". - 
Edióiones Deusto, Bilbao 1976.
SMITH, K.V. y TITO, D.A.: "Risk-Retum Measures of Ex-post Per­
formance". Journal of Financial and Quantitative Analy 
sis, vol. 4, n 2. 4 , Diciembre 1969, p. 449-417.
SOLNIK, B.: "Les Avantages de la Diversification Nationale et In 
temationale". Banque, n^ 328, abril 1974, p. 395-402.
SOLNIK, B*: "Inflation and Optimal■Portfolio Choices". Journal 
of Financial and Quantitative Analysis, vol. 13, 5,
diciembre 1978, p. 903-926.
S0L0M0N; E.: "Leverage and the Cost of Capital". Journal of Fi­
nance, mayo 1963, p. 273-279.
STAPLETON, R.C.: "Portfolio Analysis, Stock Valuation and Capi­
tal Budgeting Decisión Rules for Risky Projects". Jour 
nal of Finance, vol. 26, marzo 1971, p. 95-118.
567
STIOLITZ, J.E.: "A Re-examination áf the Modigliani-Miller Theo- 
rem". American Economic Review, Diciembre 19691
STIG-LITZ, J.E.: "On the Irrelevance of Corporate Financial Poli- 
cy". American Economic Review, Diciembre 1974,
SUAREZ SUAREZ, A.S.: "Decisiones Optimas de Inversión y Financia 
ción en la Empresa". Ediciones Pirámide. Madrid, 1980.
SUAREZ SUAREZ, A.S.: "La Eficiencia de los Mercados de Valores".
Revista Española de Economía, año 7, n2 3, Diciembre - 
1977, p. 199-210.
SWALM: "Utility Theory". Harvard Business Review, vol. 44, no­
viembre-diciembre 1966, p. 123-136.
TKUROW, L.C.: "Inversión en Capital humano". Editorial Trillas, 
México, 1978.
TOBIN, J.s "Liquidity Preference as Behaviór towards Risk". Re­
view of Economic Studies, vol. 25, n2 1, febrero 1958,
p. 65-86.
TREYNOR, JoL.: "How to Rate Management of Investment Funds?. Har 
vard Business Review, enero-febrero 1965, p* 63-75*
TREYNOR, J.L.: "Discussion: The Performance of Mutual Funds in - 
the Period 1945-64”. Journal of Finance, vol. 23* mayo 
1968, p. 418-419.
TREYNOR, J.L. y MAZUY, K.K.: "Can Mutual Funds Outguess the Mar.
. ket". Harvard Business Review, Julio-agosto 1966, p. 
131-136.
5 68
TURNBULL, S.M.: ‘'Capital Structure, Debt Capacity and the Invest 
ment Decisión”. Working Paper, Department of Political 
Economy, üniversity of Toronto, Septiembre 1977•
TURNBULL, S.M.: "Debt Capacity”. Journal of Finance, vol. 34, n2 
4, septiembre 1979, p. 931-940.
VALLVE-RIBERA DE HORTALA, M.A.: “Lecturas sobre Bolsa”. Instituto 
de Estudios Fiscales, Ministerio de Hacienda. Madrid, 
1977.
VAN HORNE, J.C.: "Optimal Initiation of Bankruptcy Proceeding by 
Debt Holders”. Journal of Finance, junio 1976.
VAN HORNE, J.: "Financial Management and Policy”. Prentice-Hall 
International Editions. Londres 1977.
VASICÉK, O.A.: "Capital Market Pricing Model with no Riskless Bo- 
rrowing”. Uripnblished Manuscript, Wells Fargo Bank, mar 
zo 1971.
VON NEUMANN, J. y MORGENSTERN, 0.: The Theory of .Games and Econo 
mic Behavior". Princeton üniversity Press. Princeton, 
N.J. 1947.
WAGNER, W.H. y LAU, S.: "The Effect of Diversification on Risk”.
Financial Ana^yst Journal, vol.26, diciembre 1971, p. 
48-53.
WALLINGFORD, B.A.: ”A Survey and Comparison of Portfolio Selec- 
•tion Models". Journal of Financial and Quantitative - 
Analysis, Junio 1967, p. 85-106.
WAUD, R.N.: "Public Interpretation of Discount Rate Changes: So-
WESTON,
WILLIAMS,
WILLIAMS,
569
me Evidence on the "Announc.ement Effect"". Econométrl 
ca, vol. 38, n2 2, marzo 1970, p. 231-250*
• y W00.DS , D.s "Teoría de la Financiación de la Empre­
sa11. Editorial Gustavo Gili, Barcelona 1970*
J.B.: "The Theory of Investment Valué". Harvard Uni- 
versity Press. 1938.
J.T.: "Risk, Human Capital, and the investor's Portfo­
lio". Journal of Business, vol. 51, n& 1, enero 1978, 
p. 65-90.
